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1 Makrokosmos < Mikrokosmos

Die Thermodynamik geht von den Hauptsatzen als Postulaten oder empirischen
Sachverhalten aus, um die beobachtbaren makroskopischen Eigenschaften der
Materie miteinander zu verknupfen. Die Kenntnis weniger Eigenschaften erlaubt
die Berechnung vieler anderer. Dazu ist es unnétig, die atomare und molekulare
Struktur der Materie zu berucksichtigen.

Die statistische Mechanik ist die Bricke zwischen der mikroskopischen Welt der
Molekile, Atome und Elektronen und der makroskopischen Welt der Materialei-
genschaften. Wenn die (Quanten-) Zustande der mikroskopischen Partikel bekannt
sind, z.B. aus spektroskopischen Beobachtungen, vermag die statistische Mechanik
die thermische Zustandsgleichung und alle thermodynamischen Beziehungen
zwischen Zustandsfunktionen und deren Parametern quantitativ zu bestimmen.
Sie ist sogar in der Lage, die thermodynamischen Hauptsétze aus mechanischen
Prinzipien herzuleiten. Dies ist jedoch fur die wissenschaftliche Axiomatik
wichtiger als fur die Praxis, da wir die Thermodynamik, welche zu den mecha-
nischen Grundgrdssen der Physik die Konzepte Warme, Temperatur und Entropie
zusatzlich einfuhrt, l1angst als gleichwertige Wissenschaft akzeptiert haben. Es ist
aber wichtig, sich daran zu erinnern, dass eine mechanische Theorie der Warme
existiert. Besonders die entscheidende Rolle der Temperatur wird dann in einem
neuen, grundsatzlicheren Licht als in der Thermodynamik erscheinen. Ferner
machen abstrakte Begriffe der Thermodynamik, z.B. Zustandsfunktion, Entropie,
freie Enthalpie, immer wieder Schwierigkeiten fur das Verstandnis. Im Rahmen
der statistischen Mechanik werden diese Konzepte leicht zuganglich, weil sie auf
mikrophysikalische Modelle abbildbar sind.-

Aus makroskopischen Beobachtungen mikroskopische Interpretationen in der
Form von "Gesetzen" zu erfinden, und dann, umgekehrt, aus so entstandenen
mikroskopischen Modellen makroskopisches Verhalten zu deduzieren, ist das
Paradigma der Chemie. Beispiele:

= Makroskopisch beobachtete Stochiometrien chemischer Reaktionen werden
erfolgreich mit der atomaren Zusammensetzung, also Identitat und Masse der
mikroskopischen Partikel der beteiligten Stoffe gedeutet;

= Strukturlehre und Stereochemie sind aus den moglichen Varianten der mikro-
skopischen Anordnungsmdoglichkeiten von Atomen in Molekllen entwickelt
worden in Ubereinstimmung mit der zugehoérigen Unterscheidbarkeit
makroskopischer Stoffe (Isomerien);

= Eigenschaften (z.B. Anisotropie) und alle Gittertypen kristalliner Materie
werden aus der Anordnung und Raumerftllung mikroskopischer Bausteine so
erhalten wie sie die empirische Kristallographie und Mineralogie finden und
die Rontgenstrukturanalyse bestatigt;
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= Chemische Gleichgewichte haben mit der Stabilitat, Art und Anzahl der be-
setzten und zuganglichen unbesetzten Energiezustande der beteiligten mikro-
skopischen Partikel zu tun. Diesen Konnex aufzuzeigen ist im wesentlichen Ziel
dieser Anleitung und der Programme;

= Umgekehrt kdbnnen mit Hilfe der statistischen Mechanik aus makroskopischen
Beobachtungen qualitative und quantitative Eigenschaften mikroskopischer
Partikel erschlossen werden, z.B. die mittlere Energie pro Freiheitsgrad einer
Partikel, Symmetrie der Teilchen.

Wahrend die Thermodynamik nur quantitative Aussagen im Falle eines
Gleichgewichtszustands machen kann, ist die statistische Mechanik in der Lage,
auch Ungleichgewichte, z.B. chemische Reaktionen zu behandeln. Diese Anleitung
gibt eine elementare Einfuhrung in die Statistische Mechanik des Gleichgewichts
d.h. in die Statistische Thermostatik(dynamik). Das Programmpaket
CHEMKIN erschliesst zeitabhdngige Prozesse der chemischen Reaktionskinetik.

Dieser faszinierende Stoff wird am leichtesten zuganglich, wenn jeweils die im Text
erwahnten Programme auf der STATTHER Diskette auch ausgefthrt werden.
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2 Energie- und Quantenzustande, Boltzmann’s Verteilungsgesetz
2.1 Problemstellung, Begriffe: EZ, QZ, Freiheitsgrad

Die Masse eines Stucks Materie ist die Summe der Masse der darin enthaltenen
Einzelteilchen. Analog kdnnen wir seinen Energieinhalt als Summe der Energien
seiner Partikel und der zwischen diesen vorhandenen Wechselwirkungsenergie
auffassen. Indieser Einfuhrung werdenwir uns zunachst aufdas ideale (perfekte)
Gas beschranken (siehe aber 4.3 und 7). Die Wechselwirkungsenergie zwischen
den Partikeln ist dann Null, sodass die Gesamtenergie die exakte Summe der
Teilchenenergien ist. Da eine Partikel nur einen "Massenzustand” m annehmen
kann, der z.B. im Massenspektrometer gemessen werden kann, ist die Sum-
menbildung zur Gesamtmasse einfach eine Multiplikation mit der Anzahl N der
(gleichen) Teilchen: M = N*m. Aus der Spektroskopie wissen wir jedoch, dass ein
Atom, ein Molekul, ein Komplex verschiedene Energiezustande annehmen kann,
die sich z.B. als Spektrallinien oder Absorptionsbanden beobachten lassen. Die
makroskopisch bestimmte innere Energie (z.B. mit dem Kalorimeter erhalten)
dividiert durch die Anzahl N ergibt nur den Mittelwert € der Energie eines
Teilchens.

Problemstellung: Zur mikroskopischen Deutung der inneren Energie mussen
wir Methoden entwickeln, um diesen Mittelwert € aus den Energiezustanden &
der mikroskopischen Partikel und deren Besetzungshaufigkeit N, zu bestimmen:
Es gilt fur unser makroskopisches System von N gleichen Teilchen (reiner Stoff,
Erhaltungsgesetze flr Energie und Masse sollen unabhangig voneinander gultig
sein):

Masse: M =Nm M makroskopische Masse (2.1)
N Anzahl Teilchen der Masse m
Energie: E =Ng¢ E makroskopische Energie (2.2)
£ mittlere Energie des Einzelteilchens
E=YNg & Energiezustand des Einzelteilchens (2.3)
i N; Anzahl Teilchen im Energiezustand g,
wobei N=3N, > Summe Uber alle Energiezustande (2.4)

Wegen Ne= > Nig aus (2.2) und (2.3) kann man mit (2.4) schreiben:

_ N
€= iZNEi = iZW(Ei)Ei (2.9

Hierbei bedeutet w(g) die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Quanten-
zustands i, der zum Energiezustand g im System der N Teilchen gehort; denn
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die Wahrscheinlichkeit flr das Auftreten eines bestimmten Wertes x einer

Grosse x ist definiert als

ZahIN, der Beobachtungen mit Result@t<
ZahIN aller Beobachtungen von

falls N Uber alle Grenzen wachst. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller
Falle ist 1:

w(x) =

S W)= 3~ == 5 N1
i<1 i=1tN Ni=
Unsere Problemstellung erweitert sich nun auf die beiden Teilprobleme:
- Bestimmung der Energiezustande &

- Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten w(g)

Energiezustande: Unsere Welt ist so konstruiert, dass sich jedes Einzelteilchen
und auch jedes makroskopische System endlicher Grosse, das zeitlich un-
veranderlich ist, nur in diskreten Energiezustanden aufhalten kann. Zwischen
diesen gibt es keine kontinuierlichen Ubergange. Diese Erkenntnis wird in der
Quantenmechanik konsequent beschrieben. Fur die Masse als Variable ist den
Chemikern schon seit DALTON die Vorstellung gelaufig, dass jedes makrosko-
pische System nur diskrete Werte haben kann, namlich ganzzahlige Vielfache der
Partikelmasse des betrachteten Stoffs (dank der Tatsache, dass die
Wechselwirkungsenergien zwischen den Atomen gegenuber ihrer Massenenergie
mc® vernachlassigt werden dirfen!). Da die Partikel so ungeheuer klein und
deren Anzahl in jedem makroskopischen Kérper so riesig ist, etwa 10%°, merken
wir im téglichen Leben und auch bei den meisten chemischen Experimenten
nichts von der Massen"kornigkeit". DALTON'S Annahme ist daher makrosko-
pisch-empirisch nicht direkt gesichert! Ihre Konsequenzen haben jedoch zur
Voraussage der atomaren Zusammensetzung reiner (stochiometrischer) Stoffe
gefuhrt, welche mit der besten Prazision der Wéagetechnik Ubereinstimmen. Es
war viel schwieriger, die Energieals diskrete Variable zu akzeptieren. MAX PLANCK
fuhrte diese Vorstellung 1900 ein, um die Experimente Uber das thermische
Strahlungsgleichgewicht in einem abgeschlossenen Hohlraum verstehen zu
kdénnen. Dazu war es notig, die Quantennatur des Lichts mit E=hv einzufthren,
die in der friheren Auffassung von NEWTON einen Vorlaufer hatte. Seit 1926
wissen wir, dass nicht nur Photonen sondern auch materielle Teilchen den
Quantengesetzen gehorchen.

Quantenzustande: Ein stationarer (d.h. zeitunabhangiger) Zustand eines
Systems ist durch die Angabe seiner Energie noch nicht festgelegt, sondern erst
durch die Werte aller seiner Quantenzahlen. Jedem Freiheitsgrad (s.u.) ent-
spricht eine Quantenzahl. Die Menge aller Quantenzahlen charakterisiert den
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Quantenzustand. Zum gleichen Energiezustand gibt es oft mehrere
Quantenzustande. Beispiel: Atomare p-Zustande mit I=1 haben denselben En-
ergiezustand, kommen jedoch dreifach vor mit den drei verschiedenen Werten
von m =1,0,-1 (dreifache Entartung).

Freiheitsgrade: Jede unabhé&ngige Variable, die zur Systemkennzeichnung
notig ist, heisst Freiheitsgrad. Diesen Variablen sind quadratisch abhangige
Energieterme, die "quadratischen Freiheitsgrade" zugeordnet.

= Zur Ortsangabe des Schwerpunkts eines Teilchens sind drei Koordinaten x,y,z
notig. Er hat deshalb drei Translationsfreiheitsgrade. Die "quadratischen”
Terme sind die folgenden Komponenten der kinetischen Energie:

€, mv +mv +mv

rans 2 y 2 z
m ist die Masse des Teilchens, die quadratischen Variablen sind die Ge-
schwindigkeitskomponenten v in x,y,z-Richtung (siehe Anhang TRANSL).

= Nichtlineare Molektle kénnen um drei unabhangige Achsen rotieren (Vari-
able: Drehwinkel @, @,, @,), haben also drei Rotationsfreiheitsgrade. Fur li-
neare Molekile gentigen zwei Winkel zur Definition der Orientierung des
Stdbchens (Lange und Breite auf Umkugel), weshalb nur zwei
Rotationsfreiheitsgrade existieren. Wenn z die Achse eines linearen Molekuls
Ist, so sind nur die ersten zwei der folgenden "quadratischen” Terme eines
allgemeinen Rotators notig:

1
rot xwx+2|ywy+§|zw
l.... sind die Komponenten des Tragheitsmoments in Xx,y,z-Richtung,

0, :Z—qf etc., die Winkelgeschwindigkeit (siehe Anhang ROTATION).

= Dazu kommen 3K-6 (3K-5 bei linearen Molekilen), K = Anzahl Atomkerne im
Molekil, Schwingungsfreiheitsgrade der Kerne (Variable: Ortsabweichungen
der Kerne von der Gleichgewichtslage). Eine dieser Verschiebungskoordi-
naten sei in x-Richtung. Dann gilt fur die zwei "quadratischen” Terme jedes
Schwingungsfreiheitsgrads:

1 1
swbx V +2fx X
M ist die reduzierte Masse des Oszillators (=m;*m,/(m;+m,), wobei m,, m, die
beiden gegeneinander schwingenden Massen), v die Geschwindigkeit der
Massenbewegung bei der Schwingung, f die Kraftkonstante und x die
Schwingungsrichtung (siehe Anhang VIBRATIO) sind. Der erste Term ent-
spricht der kinetischen Energie des Oszillators, der zweite der potentiellen
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Energie. In der einfachsten Naherung hat unter den drei erwahnten Arten
von Freiheitsgraden der Kernbewegung nur die Schwingung potentielle En-
ergie.

= Schliesslich hat jedes Elektron im Molekul vier Freiheitsgrade, drei Orts-
koordinaten und eine Spinkoordinate. Die Atomkerne haben noch weitere
Freiheitsgrade, z.B. die Kernspinkoordinaten.

Pro Mol IF ; missen beispielsweise 380*6.022*10 ¥ Quanten zahlen festgelegt

werden, damit der Quanten zustand des Systems bestimmt ist. Fur das Ein-

zelmolekdl sind es "nur" 380. Bei diesen grossen Zahlen muss man offen-

sichtlich Statistik betreiben, da es prinzipiell unmdglich ist, Information

Uber alle Zahlen beizubringen. Wenn wir nur Orte X,y,z von 6*10 % Molekiilen

aufschreiben wollten, 1000 pro Seite und pro Minute, bréduchten wir eine

Million mal das Alter der Erde und einen Glterzug voller Bléatter der 40'000

mal von der Erde zur Sonne und zurlick reichte.Die Information wére zudem

vollig wertlos, weil das System schon in einer billionstel Sekunde nach

einem Momentbild in einem anderen Zustand ist.

Beispiel: IF  , Molekil 1 Kern 'I, Kernspin 5/2, 53 Elektronen
3 Kerne ™F, Kernspin 1/2, 9 Elektronen
Pro Molekul 3 Translationsfreiheitsgrade des Schwerpunkts
3 Rotationsfreiheitsgrade  der Kerne
6 Schwingungsfreiheitsgrade der Kerne
320 Elektronenfreiheitsgrade = 4*(53+3*9)

48 Kernspinfreiheitsgrade = 2i+1520+15
Total 380

Die Energie- und Quantenzustande des Einzelteilchens werden in den vier
Anhangen TRANSL, ROTATION, VIBRATIO und ELECTRON mit vielen Pro-
grammen und Ubungen je einzeln erschlossen. Wir verwenden im Haupttext
Formeln aus den Anhangen, die dann jeweils dort erarbeitet werden sollten.

Im nachsten Abschnitt behandeln wir das zweite Teilproblem, die Bestimmung
der Besetzungswahrscheinlichkeiten einzelner Niveaus.

2.2 Kombinatorik, Vorzugskonfiguration(en)
Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten w(g):

Voraussetzungen: N Partikel bekannter Art im Volumen V mit einer Gesamt-
energie E seien gegeben und vom tbrigen Universum durch isolierende Wéande
abgeschlossen (kein Materie- und kein Energieaustausch). Dieses System mitden
Invarianten [N,V,E] nennt J. WILLARD GI1BBS "mikrokanonische Gesamtheit".

Wirwahlen als "Partikel bekannter Art" N gleiche eindimensionale, harmonische
Oszillatoren, die im Raum fixiert seien, z.B. an den Punkten eines Raumgitters.
Sie sollen nur Schwingungsenergie enthalten und voneinander unabhangig sein.
Eine ganz schwache Kopplung soll den Austausch von Schwingungsquanten tiber
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das ganze System ermdglichen, ahnlich gekoppelten Pendeln. Jeder einzelne
Oszillator kann die folgenden, gleichabstandigen Energiezustande annehmen,
wobei es fur die einzelnen Niveaus keine Besetzungsbegrenzung gibt:

1 & :

s\,:hv@(+§@ 9 ¥y %s

15
wobei die Schwingungs- T
quantenzahl v =0,1,2... — 3 BT
seinen Quantenzustand v festlegt. R e
— 1 —_ 1
v—10 __UE 0

Da das System abgeschlossen ist, sind die Zahl N der Teilchen sowie die Zahl Q
der Quanten konstant. Wie viele Teilchen N, sind dann im Energiezustand g, zu
erwarten? Da die Quanten im System wandern kénnen, ist es moglich, dass
einmal alle beim Oszillator a und keine bei allen anderen sind, oder dass alle
Oszillatoren gleich viele Quanten haben, oder irgendeine andere Verteilung.
Wenn die Besetzungswahrscheinlichkeit eines Quantenzustands mit der
Schwingungsquantenzahl v unabhangig von v ist, konnen wir das Problem auf
die elementare Kombinatorik zurtckfuhren. Wir postulieren:

= Es besteht die gleiche a priori Wahrscheinlichkeit fur die Besetzung
jeden erreichbaren Quantenzustands.

Das ist das einzige neue Postulat, das die statistische Mechanik zu den
mechanischen Grundgesetzen hinzufiugt (in bester Ubereinstimmung mit
dem Experiment, wie wir sehen werden). Was bedeutet es ?

Wir betrachten das Teilsystem von drei Oszillatoren a,b,c, die zusammen 3
Quanten haben sollen. Auf wie viele unterscheidbare Arten kénnen diese
Quanten verteilt werden? Wir zahlen ab:

30— - — — — — — — —
22— — — — — - —0 o —e —
l1— — — —— —0 o— o— —o -—o— o000
D-e0 oo 00—~ —0¢ -0 —0 —0 06— o— ——

abc abc abc abc abc abc abc abe abec  abce
L J L J)

I IT ITI

Es gibt 10 Mdglichkeiten, die wir Mikrozustande nennen. Sie gehdren drei
verschiedenen Konfigurationen = Makrozustanden an:
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I II III Konfiguration
3 —o—
2 — —_——
1 — —— —000—
0 —e—e— ——
(3,0,0) (2,1,0) (1,1,1) Partitionen der 3
3! _ 3! 3!
27 = 3 17 = 6 3T = 1 Mikrozusténde

Die Konfiguration Il kann auf 6 Arten realisiert werden: Das 2-Quantenpaket
kdénnen wir irgendeinem der drei Oszillatoren geben, ein Quant entweder dem
einen oder dem anderen verbleibenden, das Nullpaket schliesslich dem letzten,
also 3*2*1 = 3! Mdglichkeiten. Bei | haben wir drei Wahlmdglichkeiten, das
3-Quantenpaket einem Oszillator zu geben, zwei das erste Nullpaket und eine
das zweite Nullpaket zu verteilen. Da aber die letzten beiden Pakete gleich sind,
kommtes nicht darauf an, in welcher Reihenfolge wir sie verteilen, d.h. die beiden
2*1=2!Zuordnungen ergeben nur einen Mikrozustand, deshalb 3!/2! =3. Dasselbe
geschiehtbei 11, wowirvonden 3! Mdglichkeiten wegen der Gleichheitder Pakete
nur 3!/3! = 1 unterscheidbaren Mikrozustand erhalten.

Bemerkung fiur tiefer Interessierte: Die zweite Zeile im obigen Diagramm
zeigt, dass diese drei Falle auch durch die Zerlegung = Partition der Zahl

3 in ganzzahlige Summanden erzeugt werden kénnen. Dies trifft deshalb zu,
weil die Gesamtheit der Zerlegungen einer Zahl N alle irreduziblen Dar-
stellungen der Permutationsgruppe der Ordnung N erzeugen.

Wir kénnen diese Uberlegung leicht auf eine grosse Zahl N von Oszillatoren
verallgemeinern. Fur eine Konfiguration gilt:

N! N!
No!N,IN,! -+~ [TN!

W = (2.6)

W ist die Anzahl Mikrozustande, wenn N,N,... Teilchen je die gleiche Anzahl
Quanten besitzen. Nun ist (2.6) eine ganz allgemeine Beziehung, die nicht vom
gewahlten Partikelmodell (Oszillatoren) oder der Gleichheit der Energiequanten
hv abhangt (s. Ubungsblatt 1). Die Partikel missen nur unterscheidbar (d.h.
individualisierbar) sein! Wéaren sie das nicht, so gaben nur noch die Konfigura-
tionen und nicht mehr die ihnen zugeordneten Mikrozustande unterscheidbare
Verteilungen. Mehr dartber in Abschnitt 7.

Beim 3-Oszillatoren-, 3-Quantenbeispiel enthalt Konfiguration Il mehr Mikro-
zustande als die anderen beiden. Wenn wir das System sich selbst Uberlassen,
was ja durch die Definition des abgeschlossenen Systems impliziert wird, so
werden alle moglichen Mikrozustande mit gleicher Wahrscheinlichkeit durch
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zufalligen Austausch der Quanten immer wieder einmal entstehen. Das ent-
spricht dem Postulat gleicher a priori Wahrscheinlichkeit. Bei wiederholter
Beobachtung des Systems wird jedoch Konfiguration Il zweimal h&ufiger als |
und sechsmal haufiger als 111 gefunden werden:

w, =0.6; w, =0.3; w, =0.1
Wird die Zahl N sehr gross, so gibt es eine Konfiguration nach Gleichung (2.6),

die mehr Mikrozustande als alle andern enthalt; wir nennen sie Vorzugs-
konfiguration VK.

Beispiel : Es seien nur zwei Quantenzustande des Einzelteilchens mdglich.
Dann kénnen wir ein System von N Teilchen durch Werfen einer Miinze simulieren.
Wir legen den Zustand jedes Teilchens als Zahl oder Bild durch N-maliges
Werfen oder durch Schitteln einer Schachtel mit N Minzen fest. Zahl und
Bild haben die gleiche Wahrscheinlichkeit, d.h. bei wird N O o Z und B mit
w(B) = w( Z) = 0.5 auftreten. Fur irgendeine Konfiguration k von Z und B
erhalten wir bei N Miunzen als Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten:
NP N! _INO O N O
Wk_|_'|Ni!_Ni!(N—Ni)!_%\IE_%\I—NE

N = Anzahl Z bzw.B, da N; + (N-N;) = N

also die Binomialkoeffizienten, die durch die Funktion

oo R 2 B B £

(Newton’s Binomischer Lehrsatz) erzeugt und durch das Pascal’'sche Zahlen-
dreieck unten dargestellt werden kdnnen. Tragen wir die Wahrscheinlichkeiten
als Funktion des Konfigurationsmerkmals x = Anzahl Z/N mit Ordinate

Anzahl Mikrozustande der Konfiguration
Anzahl Mikrozustande der Vorzugskonfiguratiom 0.5

w'(x) =

und N als Parameter auf, so ergibt sich Fig. 1

Man erkennt deutlich, wie mit steigendem N die Vorzugskonfiguration ein

steiles Maximum erzeugt, das bei reid einer &usserst schmalen Linie

wird, entsprechend der Tatsache, dass dann die relative Haufigkeit fir B
gleich derjenigen fur Z gleich 0.5 wird, wie es die Definition der gleichen

a priori Wahrscheinlichkeit von B und Z verlangt. Da sich die Binomial-
verteilung asymptotisch der Gauss (Normal)-Verteilung annahert, was bei

N=20 schon sehr gut erfullt ist, kann man den Standard-Fehler fur die
Abweichung von w’'(x) = 1.0 fur jede Probe mit N Teilchen sogleich angeben:

s=0.54/N. Die Schwankungen vom  Gleichverteilungswert 0.5 werden also mit
14W/N Kkleiner, ein sehr wichtiger Zusammenhang.
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Binomial— (Punkte) und Normal—Verteilung (Kurven)
1 TN
/14
0.8 i 1
/]
0.7
// / /J
0.5 / f
0.4 / 1
0.3 N=5, /

Relative Wahrscheinlichkeit

0.2 20
100[ \
0.1 1000
c/ ‘ /*/ jz#}oi \ X%%Q \\ ™
4] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Konfigurations—Index
Pascal-Dreieck
N Summe
0 1 1 20
1 1 1 2 21
2 1 2 1 4 27
3 1 3 3 1 8 23
4 1 4 6 4 1 16 24
5 1 5 10 10 5 1 . .
6 1 6 15 20 15 6 1 . .
7 1 7 21 35 35 21 7 1 . .
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 . .
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 . .
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 1024 2 W
O fur N=10
Wahrscheinlichkeit
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024
.001 .009 .043 .117 .205 .246 .205 .117 .043 .009 .001

Dieses Beispiel, bei dem jedes Teilchen nur zwei Zustidnde annehmen kann,
ist in der Natur leicht durchschaubar bei Wasserstoffverbindungen realisiert,

wenn man als Teil-System nur deren Protonen betrachtet. Protonen haben
Kernspin 1/2  tind damit verbunden ein magnetisches Kernmoment. Tastet man
dieses System mit einem magnetischen Messfeld ab, so findet man durch

Beobachtung einzelner Protonen, dass nur die Spin-Zusténde t oder |, also
analog B, Z vorkommen. In einem makroskopischen System von Spin-1/2-Teilchen,

also etwa in einem Glas voll Wasser mit ungefdhr 10 % Protonenspins, wird
jeder einzelne Kernspin immer wieder einmal von t zu | umklappen, wodurch

im Gleichgewicht das Gesamtsystem mit nahezu beliebig hoher Préazision

(ndmlich s=1.58E-13) in der Vorzugskonfiguration mit 50% 1/ 50% | angetroffen
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wird und deshalb ganz unmagnetisch (diamagnetisch) erscheint! Das Auftreten

eines makroskopischen magnetischen Moments wéare mit einer starken Abweichung

von der Vorzugskonfiguration, also mit eindeutigem Uberwiegen einer  Spin-
richtung verbunden. Da man dies noch nie als spontanen Prozess beobachtet

hat - reines Wasser ist diamagnetisch - scheinen derartige Schwankungen von

der Gleichverteilung der Spinrichtungen &dusserst unwahrscheinlich zu sein.

Kdnnen Sie sich ein Experiment vorstellen, mit dem man bei Wasser diese
ungewohnliche Situation erzwingen wirde ? Wie steht es mit dem elektronischen

Magnetismus bei Ferromagneten, bei denen unterhalb des Curie-Punktes
Domaénenbildung und spontane Magnetisierung auftritt ?

Verallgemeinert man dieses Beispiel auf ein System mit vielen, verschiedenen
Quantenzustanden des Einzelteilchens, so ergibt die Analyse, dass sich ebenfalls
eine Konfiguration als VVorzugskonfiguration (VK) entpuppt, wenn die Zahl N der
Teilchen sehr gross wird. Der Multinomialkoeffizient (2.6) (2. Aufgabe) verhalt
sichindieser Beziehung wie der eben betrachtete Binomialkoeffizient (Sie kinnen
das mit den Programmen PART und PARTPLOT verifizieren, 3. Aufg.).
Wiederum wurde sich bei haufiger Beobachtung ergeben, dass sich das System
mit grosster Wahrscheinlichkeit in unmittelbarer Nahe der VK aufhéalt. Die
Vorzugsverteilung verdient deshalb den Namen Gleichgewichtskonfigura-
tion. Wie gross ist dann die (Besetzungs-)Wahrscheinlichkeit der Quanten-
zustande, also w(g) ? Offenbarist W, ein Maximum! Wir mussen also Gleichung
(2.6) nach den Besetzungszahlen N, differenzieren und die Ableitungen Null
setzen, um die funktionale Form von W, zu finden.

2.3 Verteilungsgesetz
2.3.1 Boltzmann’s Verteilungsgesetz

Es ist bemerkenswert, dass man die mathematische Form der Verteilung der
Gleichgewichtskonfiguration ermitteln kann, ohne das eben angedeutete
Vorgehen formell auszufuhren (siehe dazu jedoch 2.3.2).
Wir machen dazu Gebrauch von der Tatsache, dass in einem sehr grossen
System nicht nur N sondern auch alle N; >> 1 sind. Wenn wir dann vom
(J+1)-sten Niveau ein Teilchen auf das j-te Niveau herunternehmen, kénnen
wir gleichzeitig das freiwerdende Quant einem Teilchen des (j-1)-sten Niveaus
geben, wodurch dieses in das j-te angehoben wird.

N, =Ny, =1 N, =N, +2; N _;=N;_;-1.
Da es sich hierbei nur um eine infinitesimale Anderung der Besetzungszahlen
handelt und die Gesamtzahl der Teilchen und der Quanten konstant bleibt,
gilt:
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N!
TN N INGING ol

WVK

N!
:Na!---N’J-_l!N'J-!N'J-+1!---NZ!
denn W, soll ja ein Maximum sein; d.h.
N, ININGL = (N = DUN + 2NN, - 1)

N _NL = (N +2* (N +12)

Dawir nach Voraussetzung 1 und 2 gegentber N; vernachlassigen kénnen (das
entsprache in einem Kontinuum dem Ubergang zum Differentialquotienten,
weil wir mit der Verschiebung um =1 Teilchen zwischen je zwei Niveaus ei-
gentlich die Verteilung nach dN; differenziert haben !) erhalten wir:

N

N._*N.,,=N*>  oder N
-1 7Y +1 i Nj—1 Nj

Nun sind die drei gewéhlten irgendwelche aufeinanderfolgende, aquidistante
Niveaus. Daher gilt dieser Ausdruck fur die Populationsverhaltnisse aller
benachbarten Niveaus im Gleichgewicht bei der Vorzugskonfiguration:
N, N, N;
No NN,
also eine geometrische Reihe, ein Exponentialgesetz !
Man kann ferner durch Prifung einiger Multinomialkoeffizienten der gleichen
Modellverteilung leicht erkennen, dass es sich um eine absteigende geome-
trische Reihe handelt, d.h. die Konstante ist < 1 oder

--- = Konstante (@)

N

Say<l, (b)

1

Priufen Sie dies selbst am folgenden Beispiel

I II

5 5

4 4

3 3 ®

2 o9 000000 2 o0

1 o000 1 e e e

0 *—0—0—— 0 *—0—0—o
22(N;,, /N;)21.3 0.5<(N; , /N, )<0.8
W, = 15!/(814!31) W, = 15!/(51413121)

W, /W, = 168

Versuchen Sie das Ergebnis so zu verallgemeinern, dass Sie vom speziellen
Beispiel zu abstrahieren vermdgen.
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Man kann auch einsehen, dass die geometrische Reihe als Verteilungsgesetz
unabhangig von unserem Oszillatorenmodell mit gleichgrossen Quanten gilt,
wie in der 2. Aufgabe demonstriert.

Im allgemeinen Fall sind benachbarte Energieniveaus nicht aquidistant und
auch nicht vom gleichen Freiheitsgrad. Ergibt sich dann dieselbe Ge-
setzmassigkeit ?

Wir betrachten dazu eine isolierte, makroskopische Menge von gleichen,
unterscheidbaren Teilchen mit beliebigem (aber nicht allzu grossem) Abstand
dreier Energieniveaus I, m, n mit den Energien g, < g, < g,. Es sei ferner mit
guter Naherung der folgende Ausdruck gultig

€~ &m _ E

&n—& (Q
wobei p und g kleine, positive, ganze Zahlen seien (klein in Relation zur Be-
setzungszahl der betrachteten Niveaus, die wie oben, sehr gross gegen 1 sei).
Wir machen wieder eine sehr kleine Verdnderung an diesem makroskopischen
System, welche seine Teilchenzahl und Gesamtenergie invariant lasst: Wir
nehmen (p+q) Partikel vom Niveau m weg und geben davon p in das Niveau |

und g in das Niveau n. Gemass der eben postulierten Beziehung ist
q e, —&)tpLg—€,)=0 (c)
also keine Anderung der Energie oder Teilchenzahl. Wenn die urspriingliche
Konfiguration die Vorzugskonfiguration war, also dW/dx = 0 (x sei die eben
eingefuhrte Abweichung von dieser Verteilung) bekommt man:
N! B N!

N - NINGING N NGE= (N + )N, = p =)' (N, +g)! =N,

d.h. es gilt

(N +p)! (N, —p —a)!(N, + )t 1
NN, IN,! B
(N +p)- (N + D) [N [(No = p = @)'T (Na +0) (N + ) [NA] _
[NT(Np) (N =2) -+ (N = p =g + 1) [(N = p — )] [N,!]
(N +p)(N;+p—1)---(N, +1) x (N, +q) (N, +¢ —1)---(Nn+1)_1
(Ne) (N = 1)+ (N —p =g +1) B
Da N,N,,N,»p,g wirdaus diesem Ausdruck:
(N)PCN)* _
(Ny)P "

(d)



2.3

Stat Therm 14

Im speziellen Fall p=q geht diese Gleichung in die fruhere (a) Uber, wie es flr
aquidistante Niveaus zu erwarten ist. (d) kann aber nicht so einfach inter-
pretiert werden wie (a). Wir suchen ja die Verteilungsfunktion, also eine Be-
ziehungder Art N, = f(g;) , wobei N, die Besetzungszahl des jten Energieniveaus
mit der Energie g; ist. Multipliziere (d) aus:

(N)P T(N,)* = (N)° ™

und substituiere die zu findende funktionale Beziehung:
[f(e)]” f(e)]® = [f(en)]""" .
Wegen der Energieerhaltung sind nur zwei der g unabhangig wahlbar. Wir
bestimmen €., aus den beiden andern mit GI.(c):
_ P& +Qg,
p+q

Substituiere diesen Ausdruck in die vorherige Gleichung und logarithmiere:

m

_ Dps|+qsn%
On[f | On[f n/l = a '
o ON[f(e)] + 9 Onff(e.)] = (p +) n@fmﬂfp+q

Differenziere partiell nach g,, wahrend g, konstant bleibt:
dinf(e, In f % 0
q Bﬁz(p+q)ﬁd— wﬁ .
dgn |:| dgn EI

Wende die Kettenregel auf den Differentialquotienten in der eckigen Klammer
an:

P+, ] roe

dinf(e DdlnfD—+ O e +ag, [

QEI (n):(p+q)|:H—qu% p+q Dﬁ
de, 0 g0 g8 —ge —

[ O p+q O DD n EI

Die totale Ableitung in geschweiften Klammern symbolisieren wir mit o:
dinf(e, Lpa 9t
q B%I(p+q)[bE@d7 DMD@ .
n 0 de, )

Bei konstantem g, wird die noch vorhandene Ableitung = g/(p+q), sodass nun
schliesslich erhalten wird:

dinf(e,) _ Q) b q der dinf(e,) _
qgidgn =(p+aq) B—p+q ode de, =0

Die partielle Ableitung nach ¢, ergibt nattrlich das gleiche Resultat (nach-
prufen!):
dinf(g)
dg
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Da zwei Ausdrucke, die der gleichen Grdsse gleich sind, auch einander gleich
sind, gilt:

dinf(e,) dInf(g)

de,  dg

Nun sind aber nach Voraussetzung g, und €, unabhangig voneinander. Die linke
Seite der obigen Gleichung enthalt nur g, die rechte nur g,. Fur beliebige Werte
dieser Energieniveaus kann deshalb diese Gleichung nur erfullt werden, wenn
beide Ableitungen gleich einer Konstante sind. Wir nennen diese - (=0 von
vorher):

dinf(e,) _
de,
Durch Integration erhalten wir endlich die gesuchte Funktion:
Inf(g,) = B¢, +a oder
fe)=e e,
wobei a der Integrationskonstante entspricht. Durch Bildung des Popula-
tionsverhaltnisses zweier Niveaus, kann man diese eliminieren:
M _ e_Bije(x _ e_&’:l B e_B(EJ -5)
N, B e_BEi e® - e_Bsi '
Da Energien nur relativ zu einem Referenzpunkt gemessen werden kénnen,
setzen wir g, =0 fur das tiefste Niveau mit der Population N, und erhalten aus

(e):

(€)

i _ Py

Wo =e . (2.7
Dieser Ausdruck oder auch (e) heissen Boltzmann’s Energievertei-
lungsgesetz. Fur aquidistante Niveaus ist es identisch mit Gl.(b).

Dieses Gesetz ist die entscheidende Grundlage der gesamten Statistischen
Thermostatik. Wir werden es fur alles folgende brauchen.

Um die Herleitung von (scheinbar) speziellen Annahmen zu befreien, geben
wir im nachsten Abschnitt nun noch eine allgemein gultige Entwicklung.

2.3.2 Allgemeine Herleitung des Verteilungsgesetzes

Da N! schnell sehr gross wird (schon 70! > 10 1 also grosser als die

geschatzte Zahl 10  *° aller Atome des beobachteten Universums!) und wir in
der makroskopischen Welt mit N 0 10* zu tun haben, wollen wir das Maximum
von In W statt von W suchen:

INW=InN!-73 InN;! (2.6a)
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Fur In N gibt es fur grosse N eine sehr gute N&herungsformel von Stirling
(Herleitung in TRANSL-2.4), die wir sowohl auf N wie auf N! anwenden
kénnen, weil bei sehr grossem Nauch alle  N>>1 sind, oder dann verschwindend

wenig zu W beitragen:
INN!'=NInN-N
also

_ InN. -5 N.O
InW=NInN-N-2NINN-=3 NI
d.h.
INW=NInN-3 NInN day N =N

Das Maximum von In Wist fiur unser abgeschlossenes System mit den schon
bekannten  Nebenbedingungen

> N;=N Materierhaltung

> &N, =E Energieerhaltung

verbunden, die wir zu bericksichtigen haben.

Wir bentitzen die Methode von LAGRANGEUM das Extremum von InW bei Anwesenheit
dieser beiden Nebenbedingungen zu finden:

Wir schreiben

f=NInN-3 NInN,

Nebenbedingungen:
g=YN-N=0

h=ygN-E=0

und suchen nun das Maximum der Funktion

F=f-ag-Bh=F(N,N, N, a,p)
o ist eine reine Zahl, B hat die Dimension [1/Energie];
es sind die "Lagrange’schen Multiplikatoren™

Hiermit sind die Nebenbedingungen automatisch beruck5|cht|gt (vgl. 4.
Aufgabe). Wir differenzieren partiell nach allen Variablen und setzen die

Ableitungen = Null (Beachte: die sind gdabei als teilchenspezifische
Energieeigenwerte konstant, die Besetzungszahlen N die zu optimierenden
Variablen!)

OOoF O N _

D%ﬂaj,a,s_ NN, -1-a-BLC =0

MOooa
MOooa

1
™M
m

1

o

Q

iR
(9] (7]
T QM
FIT1 JTT]
©

|

M

Pz

Pz

1

o
N o O O O
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Dies ergibt n+3 Bestimmungsgleichungen fur die n+1 N i-Werte (i=0 bis i=n),
fur o und far . Aus den ersten n+l Gleichungen erhalten wir
InN,=-a—-1-f¢, also

N=e“" e (2.9
und mit den letzten beiden Gleichungen kénnen wir im Prinzip o und B
bestimmen:
B N
SN=N=e®?lye™ 0 e*lz—
i i ye'
yee
SeN=E=Yege e ze" yee " =N- =
i i i ye'
also
Zeie_ﬁsi E
i = :N:E; 2.9
2e”

Ausgeschrieben ist dies:

e, P
gtEe ttee Tt

EETRCCC T
Aus dieser Gleichung kénnten wir 3 bestimmen, da E, N und die system-
inharenten g alle bekanntsind. Esist eine transzendente Gleichung der Form
B =f(e). Da & von allen g abhéngt, ist f(&) sicher eine systemspezifische
Funktion und damit (3 nur gerade fur das betrachtete spezielle Beispiel inter-
essant. Wir kehren deshalb das Problem um: Statt (2.9) nach 3 aufzultsen,
betrachten wir umgekehrt E oder ¢ als abhangige und B als unabhéngige
Variable. € wird insofern durch die Grésse von B bestimmt, als B die Bese-
tzungszahlen N; regelt: B ist der "Verteilungsmodul" der Gesamtheit der
N Teilchen auf das ihr eigene System der ¢, so dass E der vorgegebenen
Totalenergie entspricht, und gleichzeitig die wahrscheinlichste
Konfiguration entsteht. Das muss aber eine ganz allgemein gultige VVariable
von viel grosserer Bedeutung sein, als ein spezielles System von g esist. Da
wir aus vielen Erfahrungen schon wissen, dass sich die innere Energie eines
Systems aus vielen Teilchen mit der Temperatur symbat &ndert und in (2.9)
nur noch B interpretiert werden muss, das allein von € abhangt, vermuten wir,
dass B mit der Temperatur zusammenhangt. Wir kdnnen sogar etwas mehr
Uber diesen Zusammenhang sagen: € ~ 0 mit T - 0(g,=0), also

T-0, O B> oo
wenn T Uber alle Grenzen wéchst, muss dies auch € tun. Das ist dann der Fall,
wenn e® . 1oder

T, O B-0;
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d.h. B stellt eine der Temperatur inverse Funktion dar.

2.3.3 Zustandssumme, Boltzmann Faktor

Aus zweien der Gleichungen (2.8) gewinnen wir durch Division den Ausdruck
(2.7) wieder:

Nj g2

Wi =€ (2.82)
also das Boltzmann’sche Energieverteilungsgesetz. Im Falle, dass sich
unser System in der Vorzugskonfiguration mit maximalem W, also im (ther-
mischen) Gleichgewicht befindet, ist das Verhéaltnis der Besetzungszahlen der
Quantenzustande j und i exponentiell von den Energieunterschieden ¢ - & und
der Variablen (3 abh&ngig. Bei konstantem Ag ist dies eine geometrische Reihe.
Es ist zweckmassig, die immer wiederkehrende Summe von Exponential-
ausdrucken mit einem Namen zu versehen: Wir definieren:

Z:=ye™ Zustandssumme (2.10
oz

Summe Uber alle QuantenZustande
Ist i=0, so wird
N IR
No
Die Wahl eines Energienullpunkts fur den 0.ten Quantenzustand mit g, := 0
wie oben ergibt:

€

=™ oder N=Ng™ (2.80)
No
Da ferner
SN=N=N,Y e =NZ
ist die Zustandssumme Z
N —Be
Z=—=ye™ (2.19)
Ny, 9

gleich der Gesamtzahl der Teilchen, dividiert durch die Anzahl Teilchen im
tiefsten Zustand. Damit kénnen wir die Anzahl Teilchen in irgendeinem Zu-
stand i wie folgt angeben:

() heisst Boltzmann-Faktor (Name oft flr e-Ausdruck allein verwendet)

N=NZe™E (2.6)
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Unser Problem, w(g) zu finden, ist jetzt geldst: Dies ist offensichtlich eine
Grosse welche bei gegebener Teilchenzahl N und gegebenen Energienivaus ¢

nur durch die allgemein gultige Funktion 3 bestimmt wird:
N, e®
w(g) :W = eZ <1 also gleich dem Boltzmann-Faktor (2.12

Wir mussen nun 3 identifizieren, wozu wir in irgendeiner Weise unser
Resultat mit makroskopischen experimentellen Erfahrungen zu konfrontieren
haben.

2.3.4 Vereinigung zweier Systeme mit gleichem (3
Wir wenden unsere Ergebnissse auf drei verschiedene Systeme an, ndmlich:
System C D F = C + D
Niveaus Y O & = Y + 9§
Dabeiseien C,D irgend zwei verschiedene Systeme, wie wir sie bisher betrachtet
haben (z.B. Gesamtheiten von Oszillatoren), wahrend das dritte aus je einer
Kopievon Cund D bestehen soll, welche in einen losen Energiekontakt gebracht
worden sind, so dass in F das allgemeine Energieniveau gleich der Summe aus
irgendeinem vy, und irgendeinem ¢; ist, wobei der Index k eigentlich flr das
Indexpaar (i,j) steht).

sef=s > e W=ye® 23 e (213
Daher ergibt sich die allgemeine Besetzungszahl N, = N(i,j) zu
o PUi*)
Nk = NFW . (214)
e '[He
i i

Wir fragen nun, wie gross die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten von
F=C+D ist, bei denen sich das Teilsystem C in einem bestimmten Quanten-
zustand y; befindet. Man ermittelt diese Zahl einfach, indem man in (2.14) bei
festgehaltenem i Uber alle j summiert, wobei sich im Z&ahler die gleiche Summe
tiber die e ™ ergibt, wie sie schon im Nenner steht. Nach Kurzung erhalten
Wir:
By,
¥ NG ) =N~
i Ze :

Das ist aber nichts anderes als die statistische Verteilung im C-System (in-
klusive des Mittelwerts der Energie E.) wie sie darin allein vorliegen wurde,
wenn wir dieses bei gleichem [ betrachten. Da wir die gleiche Uberlegung auf
das Teilsystem B anwenden kénnen, so folgt: Bringt man die Systeme C und
D in losen Kontakt miteinander und ausserdem in ein Warmebad, so verhalt
sich jedes von ihnen genau so, wie wenn es in ein getrenntes Warmebad ge-
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bracht worden ware, vorausgesetzt nur, dass die drei Warmebader (fur C,D
und C+D) so gewahlt werden, dass die B-Werte in den drei Fallen gleich sind.
Mitanderen Worten: Hat man das getan, so ist der Energiekontakt tberflissig,
und es findet keine gegenseitige Beinflussung und kein (beobachtbarer) En-
ergieaustausch statt. Das lasst sich kaum anders deuten, als dass gleiches 3
gleiche Temperatur bedeutet. Ferner kénnen wir C als "Standardsystem"
ein fur allemal wéahlen - ein "Thermometer" - und es mit irgend einem System
D in Kontakt bringen.  muss daher eine universelle Funktion der Tem-
peratur sein. Zwei Systeme haben dann die gleiche Temperatur, wenn bei
Kontakt keine (Netto-) Energie vom einen zum anderen fliesst.

In diesem Fall haben wir die mikrokanonische Gesamtheit von GIBBS auf eine
Gesamtheit erweitert, bei der die Besetzung der Niveaus durch die Temperatur
eines Warmebades geregelt wird. Die Invarianten des Systems sind dann
[N,V,T], was ciBBs "kanonische Gesamtheit" nennt.

Ausder Gleichung (2.13) bekommen wir noch einen wichtigen Hinweis, welcher
mithilft, den funktionellen Zusammenhang zwischen 3 und der Temperatur T
zu finden: Dasichim Falle F = C + D die Zustandssumme von F multiplikativ
aus den Zustandssummen von C und D ergibt, verhalt sich der Logarithmus
der Zustandssummen von C und D additiv, wenn man sie zu einem schwach
energiegekoppelten System vereinigt.

2.3.5 Vereinigung zweier Systeme mit ungleichem (3

Aus der makroskopischen Welt wissen wir, dass beim thermischen Kontakt
zweier Systeme mit verschiedenen Anfangstemperaturen ein Temperatur-
ausgleich stattfindet. Dies benutzen wir ja z.B., wie eben angedeutet, um die
Temperatur zu messen. Die Thermodynamik vermag diesen spontanen,
irreversiblen VVorgang zwar nicht im einzelnen zu beschreiben. Sie gibt aber
die Richtung ("Tendenz") des Warmeflusses an durch die Bedingung, dass ftr
den spontanen Prozess
dS=-38Q/T, +dQ/T_>0, solange T,>T,

die Entropie S zunehmen muss, wobei dQ eine infinitesimale Warmemenge ist,
welche dem heissen System bei der Temperatur T, entzogen und dem kalten
System bei T, zugefuhrt wird. Die gesamte Entropieanderung wird, wie stets,
berechnet, in dem man den Prozess Uber infinitesimal kleine Anderungen, also
durch Integration der obigen Gleichung, reversibel ablaufen lasst. Der 1. und
2. Hauptsatz der Thermodynamik erlauben dann, herzuleiten, dass der Vor-
gang in der beobachteten Richtung ablaufen muss, wie gross die totale En-
tropieanderung und die sich im neuen Gleichgewicht einstellende Mitteltem-
peratur ist. Sie kdnnen diese Rechnung mit dem Pascal-Programm TEM-
PAUSG im Unterverzeichnis \PAS lhrer Diskette ausfuhren. Da die Entropie
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Zustandsfunktion ist, bekommen wir alle von der Thermodynamik lieferbaren
Informationen lediglich aus der Betrachtung der beiden Ausgangssysteme, die
je bei T, und T, im Gleichgewicht sind, und dem vereinigten Endsystem bei der
zu bestimmenden neuen Gleichgewichtstemperatur T,,. Vorgabe der Massen
my,, m, sowie der spezifischen Warmen und deren Temperaturabhangigkeit der
beiden (evt. verschiedenen) Stoffe ist alles, was wir zur Berechnung brauchen.
Die Starke der Thermodynamik ist die ausserordentliche Sparsamkeit der zu
ihrer Anwendung nétigen Informationen Uber die am Vorgang beteiligten
Systeme.

Starten Sie nun (Aufgabe 5!) Ihren Computer und tippen Sie im Unterver-
zeichnis\PAS TEMPAUSG<cr>. Geben Sie m,,m,, sowie t,,,t.ein. Es ist Wasser
als Stoffart vorgegeben (wofir spezifische Warme und Enthalpie von 0° bis
100°C (Intervall 1°) eingelesen werden). Damitist alles festgelegt. Die Resultate
erscheinen durch Driicken von («). Es wird die Mitteltemperatur nach dem
Vermischen der beiden Teilsysteme und die Entropiednderung ausgerechnet.
Dieser entspricht die dritte Zahl, welche uns die Wahrscheinlichkeit angibt,
dass sich die Temperatur beim Mischen nicht ausgleicht. Verkleinern Sie nun
die Probengréssen und die Temperaturunterschiede und beobachten Sie, wie
sich diese Wahrscheinlichkeit dndert (gehen Sie bis zu etwa 10?° g und 1°
Temperaturunterschied).

Die Schlussfolgerung von TEMPAUSG wird im Kapitel 3 erkléart, wo wir die
Entropie einfUhren und mit der Zustandssumme verknupfen.

Wir fuhren jetzt das gleiche Experiment mit unserem Modell aus Teilchen und
(Je gleichgrossen) Schwingungsquanten (als einziger innnerer Energieform)
aus:

" Heisses 500 Teilchen N = 500

System " Q/(N+Q) = 0.600 = Yh
750 Quanten Q = 750
" Kaltes 500 Teilchen N = 500
System " Q/(N+Q) = 0.333 = A
250 Quanten Q = 250
" Misch- 1000 Teilchen N = 1000
System " Q/(N+Q) = 0.500 = Yim

1000 Quanten Q = 1000
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Diese Aufstellung erftllt Masse- und Energieerhaltung. Nach Gleichung (2.9)
kennenwir inallendrei Fallen auch den 3-Wert, dasich die Systeme am Anfang
und am Ende im Gleichgewicht befinden sollen. Somit kénnen wir die Anzahl
der Mikrozustande W,,, W,, W,, ausrechnen.

Im Anschluss an Gl.(b) im Abschnitt 2.3.1 wollen wir den Zusammenhang
zwischen N, Q und vy geben, der im unten erwéhnten Rechenprogramm STATMECH
verwendet wird:

N :zoN =N+ N+ N, + o
Mit Gleichung 2.3.1 (b) wird
N =Ny +yNy+ VN, + -
=N+ )

=n

Analog fir Q : Q=3 IiIN
=OMN,+ 1[N, + 2N, + -
=1YN,+ 20N, + -+

=Ny (L+2y+3 + )

Auch diese Reihe konvergiert zu einer einfachen Summe:

Q :Novﬁléyﬁ.

S 1
Ferner ist die Summe N+Q= NoE%ﬁ

Q _Nylva-yr_
N+Q ™ NJU(-yP

und somit der Quotient

Bevor wir das Mischsystem im Gleichgewicht erhalten, vereinigen wir in der
gleichen isolierenden Hulle die beiden Teilsysteme je mit ihren verschiedenen
TemperaturenT,,und T, bzw. 3, und 3., als ein Nichtgleichgewichtsystem. Jedes
hat zu Beginn noch die seinem 3 zugehorige Verteilung der Mikrozustande,
sodass die Konfiguration des Mischsystems einfach durch Addition der An-
zahlen von Teilchen in gleichen Quantenzustanden der beiden Teilsysteme
entsteht. Die gesamte Zahl der Mikrozustande dieser
Ungleichgewichtskonfiguration istdaher das Produkt W, .= W,*W_, wiein 2.3.4
oben beschrieben; denn jeder Mikrozustand des heissen Systems kann mit
jedem Mikrozustand des kalten Systems kombiniert werden, um einen Mik-
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rozustand des vereinigten Systems zu bilden. Doch diese Konfiguration ist nicht
die Vorzugskonfiguration des Mischsystems im Gleichgewicht; denn die
Addition zweier Boltzmann-Verteilungen bei verschiedenen 3, bzw. Tempera-
turen, ergibt keine Boltzmann-Verteilung. Die "Tendenz" fir den Ausgleich der
Temperaturen muss darin bestehen, dass die neu zu bildende
Boltzmann-Verteilung, d.h. die Vorzugskonfiguration des Systems mit
YV = 0.5, eineviel grossere Anzahl Mikrozustande besitzt als vor dem "Mischen”
der Quanten auf die Teilchen des vereinigten Systems vorhanden waren:
W, » W, . Auf Figur 2 sind die Resultate des Rechenprogramms"STATMECH"
fur dieses Beispiel zusammengestellit:

W,=10%% W, =10"% O W,.=W,*W, =10’
wéhrend die Boltzmann-Verteilung im Mischsystem W,, = 10°% ergibt. Die
Wahrscheinlichkeitdafur, dass das Mischsystem die Temperaturen des heissen
und kalten Teilsystems nicht ausgleicht betragt 10°° ! Damit haben wir die
thermodynamische "Tendenz" fur die Richtung des spontanen Vorgangs
guantitativ angegeben. Das Erstaunliche daran ist, dass schon bei einem so
kleinen System eine derartig Uberwaltigende Bevorzugung der Konfiguration
mit maximaler Zahl von Mikrozustanden, also der Boltzmann-Verteilung, zum
Vorschein kommt. Vergrossert man die Anzahl Teilchen bei gleichen y-Werten
derdrei Ensembles, soergibtsich flr jeden Faktor 10 der Teilchenzahlungefahr
ein Faktor 10 im Zehnerexponenten fur den Uberschuss der Mikrozustande im
ausgeglichenen Mischsystem. Bei 10 Millionen Teilchen ist das schon 10%°°°%
obwohl diese Teilchenzahl bei einer Atommasse von 100 (~ Palladium) erst 10™*°
g betragt und einen Kubus von 0.05 pm Kantenlange fullt (mit Auge allein
unsichtbar).
Auf Fig.2 istdie Temperatur angegeben, welche den angenommenen yWerten
entspricht. Wir werden im nachsten Kapitel 3 als 1/kT identifizieren, wobei k
die Boltzmann Konstante, d.h. die ideale Gaskonstante pro Molekul R/N, ist.
Setzt man Oszillatoren einer bestimmten Frequenz voraus, so sind die g (im
Beispiel v=190 cm™ wie in metallischem Pd) und damit die Beziehung zwischen
B bzw. T mit & festgelegt. Die gewéahlten y's geben eine Temperaturdifferenz
von 286 K. Macht man diese kleiner, so wird die Tendenz zum Ausgleich
ebenfalls kleiner. Das 500+500 Teilchen System der Fig.2 wird man etwa bei
jeder 10.Beobachtung in einem Zustand antreffen, bei dem eine Halfte um 3 K
kalter, die andere um 3 K warmer als der Mittelwert ist. Bei 10 Mio Teilchen
hat jedoch das Erscheinen einer spontanen Temperaturdifferenz von AT =6 K
nur eine Wahrscheinlichkeit von 10"%, wahrend AT = 0.1 K noch mit 3% auftritt
u.s.w. (wie kann man Temperaturen so kleiner Teilchen messen ?).
Die Uberprifung der Teilchenzahlverhaltnisse in jeder der Gleichgewichts-
verteilungen 1,2, und 4 der Fig.2 zeigt eine geometrische Reihe, also Boltzmann
Verhalten, wahrend dies fur das heiss-kalte Mischsystem 3 nicht zutrifft. Man
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kann mit diesem Modell noch eine Reihe weiterer Zusammenhange erkunden.
Es gibt dazu mehrere Ubungsaufgaben, bei denen Sie die Herleitung der Al-
gorithmen und die Funktion des Rechenprogramms kennenlernen werden.

Fig.2 : Ausdruck aus dem Programm STATMECH

Vertellung: Q Quanten auf N Teilchen

System
G N = 500 a = 250
41% Tenmp = 248.832 My, = 10202.047
-3 H = 1p205.640
lD: 2 s 35 tot 1
i a2 0 Lil 333
G
L 6 N = 500 o = 750
n ettt Tenp = 535.153 My, = 10399.005
N — 3 Wel = 1p363.321
1 2 e— 7 2 tot
10+ —— ] | 9
c gxa 0 — 200
1] 6m1 N = 1000 o = 1000
! 4-_ o Tenp = undef “UK = 10227.032
55 H - 10968.961
c 2 110 tot S
m <1 o 230 ss3
ga
&= M= 1000 0 = 1000
— Tenp = 394.390 Wy, = 10992.652
4 -wemmn 37 UK
— 2 H - 1p©00.010
2 125 249 tot 4
o - 500
L) Teilchenzahl

2.3.6 Chemisch reagierendes System bei gleichem f3

Mit dem bisherigen Ristzeug kdnnen wir uns bereits das Wesentliche einer
chemischen Reaktion, welche zu einem Gleichgewicht fuhrt, klar machen. Wir
wahlen zwei Isomere, welche sich voneinander nur in einer einzigen Schwin-
gungsfrequenz und in der Bildungsenthalpie unterscheiden sollen. Dies trifft
ganz grob zu fur die reversible Isomerisierung

n-Butan < iso-Butan.

Die Anzahl Molekile des n-Butans sei N,, jene des iso-Butans N,und N =N_ +N,
= const. Das relevante Schwingungsquant fuir n-Butan sei q,, das andere q,.

Wir beginnen zunachst mit einer kanonischen Gesamtheit fur ein bestimmtes
. Beide Isomere a und b seien im gemeinsamen Volumen V vorhanden. Da
dies genau der Sachlage nach 2.3.4 entspricht, besitzt jedes Teilsystem eine
Zustandssumme, die gleich gross ist, wie wenn a und b je einzeln vorhanden
waren. Erst wenn "die Chemie eingeschaltet wird" &ndert sich das. Um in der
N&ahe des Experiments zu bleiben, stellen wir uns vor, dass die sehr langsame
Reaktion durch die Zugabe eines Isomerisierungskatalyten so beschleunigt
wird, dass sie in kurzer Zeit zum Gleichgewicht fuhrt. Dass sich jetzt a
fortwahrend in b umwandelt und umgekehrt, bewirkt die Bildung einer fur
beide Stoffe glltigen gemeinsamen Boltzmann-Verteilung. Diese enthalt nach
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wie vor die verschiedenen Energieniveaus der beiden Spezies a und b, aber
jetzt auf der gemeinsamen Leiter. Das Ineinanderschieben der beiden Ni-
veauleitern wird im allgemeinen nicht bei der gleichen Hohe des Nullniveaus
erfolgen, weil die beiden Stoffe einen Unterschied der Bildungsenthalpie am
absoluten Nullpunkt der Temperatur aufweisen, siehe Fig.3. Der Unterschied
der Nullguantenniveaus (Nullpunktsenergiedifferenz) ist gerade die Bil-
dungsenergie von b aus a bei T=0 K, die wir als As) bezeichnen. Dies bewirkt,
dass

N,(0) = N,(0)e ™

wobei wir GI1.(2.8) anwenden. Nach wie vor gilt aber
N, =N,(0) [Z, und
_BAES
N, =Ny(0) [Z, =N, (0) %, [®
Wir dividieren die untere durch die obere Gleichung und erhalten:
Ny 2, _ pmned

N, Z

Bei gegebenem 3 ist die rechte Seite eine Konstante, d.h. das Verhaltnis der
beiden Teilchenzahlen von b und a im gemeinsamen Volumen V, also das
Verhaltnis der Konzentrationen der beiden Isomeren, ist eine Konstante, die
chemische Gleichgewichtskonstante, bei der Temperatur, die (3 entspricht.
Diese Gleichgewichtskonstante kdnnen wir numerisch bestimmen, wenn wir
die charakteristischen Energieniveaus der beiden Stoffe aus der Spektroskopie
kennen. Die folgende Figur 3 zeigt funf Teilbilder aus dem Programm STA-
TEQU, welche dies flr die charakteristischen Schwingungsniveaus der beiden
Isomeren belegen:
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473 MHicrocanonical [H,U,E 473 Canonical [H,U,T1
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[ 100 100
=T = 473 Macrocanonical [p,U,T1 T =1773 Macrocanonical [p,U,T1
% 60 -| 0 | ¢ i i |
; 20 o 20 1
= . M [ |
“ é E G cddcdd d4dadadsd
0.31 Figur 3 . Chemisches Gleichgewicht
Macrocanonical zwischen zwei Isomeren, bei denen ein
Ensenble: Schwingungsfreiheitsgrad ver-

Chenical Equilibrium schieden ist. Verwendete Daten im

Programm STATEQU.PAS:

InKp

v, =300cm™ v, =150cm™
Ag) =400cm™
-3.07

0.564 5.780
1000-T

Wir haben soeben statistisch-mechanisch die Existenz eines chemischen
Gleichgewichts hergeleitet und uns gleichzeitig ein Werkzeug verschafft, die
Gleichgewichtskonstante, ohne Messung an einem chemischen Reaktions-
system (1), zu berechnen. Fur das Beispiel einer Isomersisierungsreaktion fihrt
das Programm STATEQU (7. Aufgabe) alle Schritte dazu vor. Ein Teil der
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Resultate zeigt Fig.3. Sie kénnen q_ , g, undAcd und die Anfangsteilchenzahlen
beliebig variieren, wobei Sie die typischen Eigenschaften einer exo-/en-
dothermen (Prinzip von Le Chéatelier) und exo-/endoergonischen (enthal-
pisch/entropisch kontrollierten) Reaktion quantitativ einsehen werden. Fur
kompliziertere stoffliche Beispiele kommen wir im Kapitel 6 ausfuhrlich auf
die Berechnung chemischer Gleichgewichte zuruck.

Da wir im chemischen Gleichgewicht eine fur die Reaktionsteilnehmer ge-
meinsame Boltzmann-Verteilung mit den charakteristischen Niveaus aller
Spezies realisieren, wird die stoffliche Identitat eines Teilchens durch die Art
des Niveaus festgelegt, auf dem es gerade sitzt: Wenn es ein fur das Isomere
a charakteristisches Niveau ist, dann ist das Teilchen ein a-, im umgekehrten
Fall ein b-lIsomeres. GIBBS nennt diese reagierende die "makrokanonische
Gesamtheit" mit den Invarianten [u,V,T], wobei p das chemische Potential
bezeichnet. Beim Verlassen eines a-Niveaus und Ubergang zu einem b-Niveau
findetdie chemische Umwandlung statt. Wir werden in der Chemischen Kinetik
lernen, dass bei diesem (zeitabhangigen) Ubergang eine Folge deformierter
Niveaus durchlaufen wird, welche von der einen zur anderen Spezies leitet (die
Reaktionskoordinate auf der potentiellen Reaktions(hyper)flache). Die mak-
rokanonische Gesamtheit und das chemische Potential werden uns im 6.
Kapitel beschaftigen.
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3 Statistische Interpretation der Entropie

Zur Definition eines allgemein brauchbaren Gleichgewichtszustands mussen wir
das abgeschlossene System (mikrokanonisches Ensemble) in ein grosses Warmebad
bestimmter Temperatur T stecken und es mit fur die Energie durchlassigen
Wanden versehen. Es ist jetzt ein geschlossenes System (Materie undurchlassig,
Energie durchlassig) geworden, ein kanonisches Ensemble [N,V,T]. Es wird sich
in kurzer Zeit bei der Temperatur T beliebig wenig von der Vorzugskonfiguration
mit maximaler Zahl von Mikrozustdnden des abgeschlossenen Systems (mikro-
kanonische Gesamtheit) mit gleicher Energie unterscheiden. Die Temperatur T
bestimmt die mittlere Energie des Systems und damit auch wieviele Quanten im
System stecken. Das maximale W, wird durch die Boltzmann’sche Energiever-
teilungsfunktion, also wiederum durch die Temperatur festgelegt. Dies ergibt die
Wahrscheinlichkeit w(g) , ein Teilchen im Quantenzustand mit g zu finden. Aus
(2.6a)
INW=NInN-3 N/InN,.

Gesucht ist die Beziehung zwischen W, und Z:
Wir erhalten mit N, = Nyexp(—B¢) und naturlich W =W,
INW,,, =NInN = (NyInNy+ N, InNy+ --- + N, InN,)

+B(N g, + N, + oo+ + N g ) (&:=0)
INW,, = NINN = InNg(N, + N, + -+ +N,) + BE 3.1

=NInN-NInN,+BE =NInZ +BE

dinz
=NInZ-N
dinp
. y _ ,dinZ
Zwischenrechnung fur BE = NdInB'
yee '
. —Be, . dz —Be; ik dz dinz
Mt Z=3e™ wird ——=->¢&e ' undda E=N =-—[F=-N
iz dp .z ' _ze'BE‘ dp dp
wird BE =-N dinZ g.e.d.

dinp

Wir definieren nach LUDWIG BOLTZMANN (1877)

S =kKInW,, k>0 (3.2

und kénnen nun leicht zeigen, dass dieser Ausdruck alle Eigenschaften der
Zustandsfunktion Entropie besitzt.



Stat Therm 29 3

1.Da wir W als W, zu einem Maximum fur das Gleichgewicht im abgeschlossenen
System gemacht haben und somit
dInW, =0

gilt fur das Gleichgewicht im abgeschlossenen System auch
dS=0 und

S =Extremum wie fir die Entropie.

2. Die Quantenzustande sind Konstanten des betrachteten molekularen Systems.
Jede Verdnderung in einer makroskopischen Gesamtheit dieser Molekdtle bei
konstanten ausseren Bedingungen (z.B. V, p) muss deshalb auf einer Veranderung
der N; bzw. w; beruhen:

S st deshalb Zustandsfunktion.

Daraus folgt:

3.
dsS=>3 l—a [N =k > Ii(NilnNi)[dN———kEI N, +1)dN
m [ON, O 0 ON O i(n i+l

_ _[oesO 1 0°S
957 2N N 23 TN oan, NN

E;WSH]('” N, +1) ist nur eine Funktion von N;; somit sind alle Kreuzableitungen

unter der Doppelsumme Null ausser fur i=j:
do*s O 0 k
= —K— -+ 1 -
DGI_N?E kaNi (InN, +1) N
da k>0 und N, >0 istdie 2. Ableitung < 0O; folglich fur das Gleichgewicht in der
mikrokanonischen Gesamtheit:

dS=0 und
S =Maximum (3.3

4. Die Entropie ist nach der Thermodynamik eine extensive Funktion: Sie ist der
Materiemenge proportional. Da

dinz

dinp

der Anzahl Teilchen N proportional ist, gilt das auch fur unsere Funktion (3.2):

InWVKzN@nZ—
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S ist extensiv (3.9

5. Die thermodynamische Entropie ist wie folgt definiert:

._dQ
ols.._T (3.9

wobeisichdie absolute Temperatur T vonallen monotonen Funktionen f(T) dadurch
auszeichnet, dass sie als integrierender Nenner von dQ dS zu einem vollstandigen
Differential und damit S zu einer Zustandsfunktion macht. Wenn das Volumen
des Systems konstant ist und es nach aussen keine Arbeit leistet (pdV = 0), gilt

dv=0: dQ=dU=dE=TdS oder

0S 1 0S _ aIanK_ 1
u T e - e PP PET
Thermodynamik Statistische Mechanik Identifikation
(3.5) (3.1)-(3.49)

Durch diese Gleichsetzung der thermodynamischen Entropie mit der Boltz-
mann’schen Funktion S haben wir (3 als der thermodynamischen Temperatur T
umgekehrt proportionale Variable identifiziert.

k=R/N, R =ideale Gaskonstante8.31451qJK 'mol™]
N, = Avogadro Konstante 6.0221367*16° [mol™]

k = Boltzmann’sche Konstante1.380658*107 [JK™]

Da die Temperatur als physikalische Griosse Uber die thermische Zustandsglei-
chung idealer Gase (oder Uber den Carnot-Prozess, oder als integrierender Nenner
(3.5)) schon vereinbart worden war, bevor man die statistische Thermodynamik
verstanden hatte, wurde die Gelegenheit verpasst, (3 direkt als physikalische
Grosse zu definieren oder wenigstens kT =T, Dim[Energie pro Partikel], zu wahlen.
Héatte man das erste getan, sowaren miteiner zweckmassigen Definition der Grisse
von B alle unsere Formeln aus e™ " zue™ vereinfacht worden, z.B. auch direkt AG
= -InK,, oder mindestens AG = -TInK statt AG = -RTInK,, wie heute gebrauchlich.

Wir kénnen nun die endgultigen Formeln angeben:
Boltzmann’sches Verteilungsgesetz:

N, =N, (2.19

Zustandssumme: DerBegriff stammt von MAX PLANCK (englisch: partition
function nach R.H. FOWLER)

—& /KT

-<kT _ N

Z=Se (2.19

Qz _Wo
Mittlere Energie eines Teilchens und Wahrscheinlichkeit w(g)
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- . »dInZ
e=kT a7
—e/kT
w(e) ==
denn bei (2.9) erkennt man, dass
_Bsi
g_izgie __dan
ye ™ dp
da
1. dB__1 ar_
B= KT' dT  KkT? und dp kT
- dInZ _dinZ InZ
tsteht =-
entste € ap a7 % KT Ef;

upg _ . dinz ,d’InZ
H%E—C\,—ZkNT a7 +KNT a7

Die thermodynamische Entropie ist wie folgt definiert'
T

S= &desz dInZdT+kN &z o
T dT dT?

l de dT ﬁrdlnz ldandT TdInZ_InZ

dT

Somit
_ dinz _ dinz
S=2kNINZ +kNT= kNInZ—kN@nZ+dInT

(2.16

(2.17

(3.6

3.7

(3.7) ist identisch mit (3.1); also ist unsere Funktion S auch mit dem Integral tber

die spezifische Warme mit InT als Variable identisch.
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Die Entropie ist somit eine extensive Zu-
standsfunktion, welche bei einer mikrokano-
nischen Gesamtheit im Gleichgewicht einen
Maximalwert annimmt. Sie ist dem
nattrlichen Logarithmus der Anzahl Mikro-
zustdnde der Vorzugskonfiguration =
Gleichgewichtskonfiguration des Systems
proportional. Die Proportionalitatskonstante
ist gleich der Boltzmann’schen Konstanten.
Statt "Anzahl Mikrozustéande" kann man auch
"Anzahl Realisierungsmadglichkeiten" der
Konfiguration sagen. Boltzmann verwendete
den Begriff "thermodynamische Wahr-
scheinlichkeit", welche sehr gross gegen 1
und  eben  keine  mathematische
Wahrscheinlichkeit ist. Andere Autoren
nennen W, "statistisches Gewicht". Fiir W,
findet man in der Literatur oft das Symbol Q
oder Q.-

Auf dem abgebildeten Grabstein Boltzmann'’s (1844-1906) auf dem Zentralfriedhof
In Wien ist seine berihmte Entropie-Formel eingemeisselt, "einer der allertiefsten,
schonsten Satze der theoretischen Physik, ja der gesamten Naturwissenschaften™:
F. HASENOHRL; oder "wahre Perle der theoretischen Physik": H.A. LORENTZ. (Zitiert
im Vorwort von E. Broda zu "Ludwig Boltzmann: Populdre Schriften”, Vieweg,
Wien, 1979).

Obwohl wir uns bisher auf eine Vorzugskonfiguration mit maximaler Anzahl
Mikrozustanden bezogen haben, ist naturlich diese spezielle Konfiguration nur der
Bezugspunkt fur eine grosse Zahl von Verteilungen in der N&ahe der VK, die
praktisch damit zusammenfallen. Das Maximum ist aber nicht eine Linie, sondern
hat eine endliche Breite, wie man anhand des Beispiels der Evolution der Bino-
mialentwicklung als Funktion von N auf S.10 schliessen kann. Die endliche Breite
der Konfigurationsverteilungen bestimmt die mogliche Schwankungsbreite
physikalischer Zustandsgrossen. Bei Teilchenzahlen von "makroskopischer
Grosse" ist diese viel kleiner als jeder Messfehler, wie auf S.10 gezeigt worden ist.
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In der Thermodynamik selbst wird nichts bekannt tber die Grenze der Gultigkeit
ihrer Gesetze, wenn man zu Systemen kleiner Teilchenzahlen Gibergeht. Die dann
auftretenden Schwankungen lassen sich jedoch statistisch mechanisch in Uber-
einstimmung mit den tatsachlich beobachteten Schwankungen quantitativ an-
geben. Z.B. ist das Himmelsblau eine Auswirkung der statistischen Dichte-
schwankungen der Lufthulle, welche als Streuzentren flr das Sonnenlicht wirken.
Da blaues Licht Ov* sieben mal starker gestreut wird als rotes, ist seine Intensitat
senkrecht zur Verbindungsgeraden Sonne-Auge besonders hoch.

Die statistischen Systeme, die GiBBS'schen Ensembles oder Gesamtheiten, die wir
bisher genannt haben, kdbnnen nun etwas genauer abgegrenzt werden (wir geben
in dieser Einfuhrungsvorlesung nur eine qualitative Beschreibung dieser Begriffe,
siehe z.B. D. Chandler’s oder F. Reif's Bucher, Kapitel 8):

Gesamtheit Eigenschaften

mikrokanonisch invariant: [N,V,E], abgeschlossen;
Stabilitat: Maximum der Entropie bei der
Vorzugskonfiguration (wahrscheinlichste
Verteilung der Teilchen auf die Niveaus)

kanonisch invariant: [N,V,T], Energieaustausch mit
Warmebad der Temperatur T

Stabilitat: Minimum der freien Energie;
T legt den mittleren Energieinhalt fest

makrokanonisch invariant: [i,V,T], Mehrstoffsystem mit
grosskanonisch chemischer Umwandlungsmaoglichkeit der
Spezies; |; chemisches Potential
Stabilitat: Chemisches Gleichgewicht mit

> V;l; =0, siehe Kap.6
J

Diese Anleitung und Programmsammlung behandelt nur die Statistische Ther-
modynamik von Quantensystemen. Fur einmal ist diese viel einfacher als jene der
klassischen Physik mit kontinuierlicher Energieverteilung!
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4 Thermodynamische Funktionen aus der Zustandssumme
4.1 Herleitungvon U, C,, S, F, H, G
Innere Energie: (aus (2.2) und (2.16))

_»dInz . _,dNInzZ ___,dInZ")
U=KNT a7 =kT a7 =kT a7 (3.8
Spezifische Warme bei konstantem Volumen:
d _,dInz Odinz _d?nz0O
=kN-—=T =kNTLR2 +T O :
< dT dT O dT dT? O (39
Entropie:
dinz
= + .
s kN@nZ T (3.7)
Freie Energie:
F=U-TS=-KkNTInz (3.10
Enthalpie:
H=U+pV=U+nRT=U +NERT:U +NKT
_ ,dInZ _ @Td InZ @
=KkNT a7 +kKNT=KNT a7 +1 (3.1)
Freie Enthalpie:
G=H-TS=KNT-KNTInZ=-kNT(InZ-1) (3.12
Fur molare Grossen gilt N,k = R, N, = Konstante von Avogadro
Innere Energie U= RTZOI(;nTZ (4.1
- " _ . d_,dInz
Spezifische Warme C, = RdTT a7 4.2
: dinz
= + .
Entropie S R@nz q InTﬁ 4.3
Freie Energie F=-RTInz 4.9
Enthalpie H= RTde'I”TZ +RT (4.5
Freie Enthalpie G =-RTInZ+RT (4.9

Aus der Zustandssumme Z =} exp(—¢/kT) sind demnach alle makroskopischen

Zustandsfunktionen zugéanglich. Darin steckt also in nuce die gesamte Ther-
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modynamik! In den Anh&ngen TRANSL, ROTATION, VIBRATIO und ELEC-
TRON (mit Ubungen) wird gezeigt, wie man Z fur alle Freiheitsgrade gewinnt.

4.2 Kombination verschiedener Freiheitsgrade

Wir mussen noch zeigen, wie sich die Zustandssumme aus den Beitragen fur
verschiedene Freiheitsgrade zusammensetzt. Dazu betrachten wir ein System
mit zwei Freiheitsgraden, z.B. mit einem Rotations- und einem Schwingungs-

oder Vibrations-Freiheitsgrad:
—€,o/KT —€.4/KT —€,,/KT
+e

Z=e " +e

€. /KT
+ .00 = z e n
i

g, /KT IKT

—£,o/kT —£,,/kT €,
i

Wir kdénnen fur jeden Freiheitsgrad die Zustandssumme aufsummieren und die
zugehorigen Beitrage zu den thermodynamischen Funktionen nach GlI. (4.1 bis
4.6) bestimmen. Dabei setzen wir offenbar voraus, dass sich die Energie in den
verschiedenen Freiheitsgraden unabhangig verteilt. Das stimmt recht gut. Wir
wissen aber aus der Spektroskopie, dass z.B. Schwingung und Rotation nicht
vollig unabhangig voneinander sind. Man kann das durch spektroskopisch be-
kannte Korrekturen in den entsprechenden Energiezustanden ¢ bertcksich-
tigen, die kleine Korrekturen an den thermodynamischen Gréssen ergeben
(Programm STAX2 in Abschnitt 6.).

Unter der Voraussetzung der Unabhangigkeit der Freiheitsgrade folgt aus den
beiden Summen oben, dass ein System ohne Einschrankungen gleichzeitig im
Energiezustand ¢, , aber in irgendeinem Rotationszustand ¢; und umgekehrt
sein kann (siehe Vereinigung zweier Systeme mit gleichem 3 in 2.3.4 !):

Zr W= e_(5r0+5vo)/kT (&0 +&,)KT (&0 +&,)KT +

+e +e
(&1 +E&,0)KT + e_(arl +e, kT + e_(arl +e,)kT +

te

M= g kT, YZ® -¢ kT
=se"r3e" =27,
r=0 v=0
Allgemein gilt also:

Ztot = Ztrans* Zrota* Zvib* Zelectr* o (47)
Man kann deshalb z.B. dieses Produkt erst bestimmen und dann die ther-
modynamischen Funktionen berechnen, oder diese je fur alle Freiheitsgrade
einzeln ermitteln und anschliessend summieren. Das Resultat ist gleich.
Wenn entartete Zustdnde existieren, was bei den Elektronen-, den Rotations-
und den Vibrationszustanden oft vorkommt, gilt:

z=Se "™ =5ge" " g: Entartungsgrad (4.9
oz £

QZ: Quantenzustand, EZ: Energiezustand
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4.3 Aussere Kraftfelder, nichtideale Gase

Fur das reale Gas, fur Flussigkeiten und Festkérper mussen in Z auch die
Wechselwirkungsenergien zwischen den Teilchen berucksichtigt werden. Fur
reale Gase und ideale Festkdrper hat man sehr gute Anséatze dafur. Wir be-
handeln ein Beispiel in Aufgabe TRANSL-2.212. Bei Flussigkeiten ist es etwas
schwieriger. Aber es gibt sehr gute Flussigkeitsmodelle. Selbst bei
Hochpolymeren und Biopolymeren sind gute Z-Berechnungen maglich, vgl. z.B.
die statistische Theorie der Kautschukelastizitat von P. Flory (Nobelpreis 1974)
und diejenige der Muskel-Arbeit (W. Kuhn, 1960-63).

Befindet sich das System in einem dusseren Kraftfeld, z.B. in einem elektrischen,
magnetischen oder Gravitations-Feld, das sich Giber die Ausdehnung des Systems
merklich andert, so wird Z eine Funktion der Ortskoordinaten in diesem Feld.
Beispielsweise sei ein ideales Gas in einer isothermen Atmosphare im Gravita-
tionspotential der Erde. Die Boltzmann-Verteilung ergibt dann die barometrische
Druckverteilung. Eine lonenlésung erzeugt lokale elektrische Felder um jedes
lon, welche die Verteilung der lonen beeinflussen. Die statistische Behandlung
dieses Effekts fuhrt zur Herleitung der Debye-Huckel Gleichung starker Elek-
trolyte. Die Ausrichtung von paramagnetischen Teilchen in einem &ausseren
Magnetfeld kann statistisch behandelt werden und fuhrt zur Langevin-Funktion
der temperaturabhdngigen magnetischen Suszeptibilitat. Mit Hilfe dieses Ef-
fekts kann man tiefste Temperaturen erzeugen: Mit paramagnetischen Teilchen
kommt man auf 10 K, mit den kernmagnetischen Teilchen bis auf 10 K.

Diese &usserst spannenden Entwicklungen und viele weitere, vor allem auch

in den "Life-Sciences”, sind in weiterfihrender Literatur, Verzeichnis in

Kapitel 8, in laufenden Journalen u.a. auch J. Chem. Education und in
Monographien nachzulesen. Zu den oben genannten Anwendungen folgen hier
einige Zitate aus der Lehrbuch-Literatur:

Statistische Behandlung realer Gase : z.B. G.M. Barrow, Physikalische Chemie,
Uni-text, Bohmann-Vieweg, Wiesbaden, 1985, Teil Il, S.81-89. F.C. Andrews,
Equilibrium Statistical Mechanics, Wiley, New York, 1963, Kapitel 26.
Barometrische Verteilung . in vielen Buchern, z.B. Andrews (ibidem), Kapitel

21.

Debye-Hiickel-Gesetz in vielen Bichern, z.B. G.M. Barrow (ibidem), p. 290-295.
Flory, Kuhn : Konfigurationelle Statistik von (Bio-)Polymeren Ketten: z.B.

C.R. Cantor & P.R. Schimmel, Biophysical Chemistry, Freeman, San Francisco,
1980, Part Ill, Chapter 18; P.J. Flory, Statistical Mechanics of Chain
Molecules, Wiley, N.Y., 1969 (vorgeriickte Beschreibung)

Langevin-Funktion, andere statistische Festkorpereigenschaften: z.B. N.W.
Ashcroft & N.D. Mermin, Solid State Physics, HRW Intern. Ed, Philadelphia,

1976.

Da das Hauptanliegen dieser Programmsammlung eine mdglichst zielstrebige
Heranfihrung an die Berechnung chemischer Gleichgewichte ist, werden viele
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Gegenstédnde, welche zum "Inventar" einer "Statistischen Mechanik" gehéren,
nicht behandelt. Dazu gehéren z.B. die Phasenanderungen in Einstoffsystemen,
siehe etwa Chandler's Buch, Kapitel 8.

4.3
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5 Zustandssummen vieler Teilchen und Freiheitsgrade

5.1 Systemzustandssumme

Bei unserer Einfihrung haben wir ein System lokalisierter Oszillatoren be-
trachtet. Jeder Oszillator ist im Prinzip durch seine Ortsangabe identifizierbar
also unterscheidbar. Dies ist auch moglich fir den Rotator. Man nennt die
Vibrations-, Rotations-, elektronischen und Kernspinfreiheitsgrade innere
Freiheitsgrade. Fur diese gibt es bei schwach wechselwirkenden Teilchen die
Moglichkeit der Identifizierung (s.u.), ausser wenn Symmetrien vorliegen. Z.B.
kann ein '°0,-Molekiil von seiner um 180° gedrehten Form nicht unterschieden
werden. Dies hat zur Folge, dass im Rotationsspektrum jede zweite Linie fehlt!
Diese Art Symmetrieeinschrdnkungen werden im Pauli-Prinzip berucksichtigt
(siehe ROTATION-2.8).

Bei der Translation von Teilchen ist jedoch eine Unterscheidung gleicher Mo-
lektle nicht moglich. Diese Freiheitsgrade heissen aussere Freiheitsgrade.

Die bisher verwendete Zustandssumme des Einzelteilchens Z=Z' ist die
Molekulzustandssumme. Sie kann fur ein N-Teilchensystem auch als System-
zustandssumme angegeben werden. Bei inneren Freiheitsgraden ist die Sys-
temzustandssumme fiir das N-Teilchensystem einfach die N-te Potenz von Z*:

Zo,o = (2

Innere Freiheitsgrade:

Zow=(Z8)" = (Z%) OZa) " 02"~ (5.1)
Wo immer NInZ auftritt, knnen wir unsere Formeln - (3.7) bis (3.12) und (4.1)
bis (4.6) - mit Z* oder mit Z lesen:

InZ,,=NInz'=InZzy)"
Berechnet wird immer Z*.

5.2 Erste Korrektur der Boltzmann-Statistik

Die ersten Rechnungen von Boltzmann und anderen ergaben gegentber dem
Experiment ganz falsche statistische molare Entropien, namlich um
kInN,! =446.9[JK™mol™] zu grosse Werte. Die Standard molare Entropie von
gasférmigem Sauerstoff von 205.037 [JK™mol™] bei 298.15 K wurde zu 651.94
[JK™mol™] berechnet ! Die eventuelle Notwendigkeit dieser Korrektur hatte
Boltzmann naturlich vorbedacht. Sie wurde aber erst nach Erfindung der
Quantenmechanik verstanden. Man wusste im letzten Jahrhundert nicht, ob
man Gasmolekile wie Minzen "im Prinzip" mit individuellen Etiquetten ver-
sehen konne, oder ob diese faktische Unmdglichkeit eine prinzipielle sei. Mit
Munzen einer Sorte hatte ein reines Gas gemeinsam, dass alle Teilchen gleich
sind. Mit Munzen unvergleichbar ist aber die uns fremde Einsicht, dass die
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Gasmolekiule identisch, also nicht einmal "im Prinzip" individuell markierbar
sind. Indem diese Frage durch die notwendige Korrektur an der Translations-
entropie durch Boltzmann und andere empirisch zugunsten der Nichtunter-
scheidbarkeit beantwortet worden war, hatte man einen der ersten Blicke in die
hinter den Gesetzen der klassischen Physik schlummernde Quantenphysik
getan. Es ist interessant, dass man die Grundpostulate der Quantenmechanik
aus der Boltzmann-Korrektur der Translationsentropie (oder dem Verschwinden
der Mischungsentropie bei Nichtunterscheidbarkeit der Teilchen) entwickeln
kann, wie es von Landé (1952) gezeigt worden ist.

Fur die Translation gilt nun fur die Systemzustandssumme (vgl. TRANSL)

1 . N
Zéiuss = Ztrans = m (Ztrans) J (52)

1/N! vermindert die Zustandssumme um die Permutationen der nichtunter-
scheidbaren Teilchen. N! ist die Anzahl Mdglichkeiten N unterscheidbare
Teilchen auf N verschiedene Quantenzustande zu setzen. In TRANSL-2.2 wird
gezeigt, dass die ungeheuer grosse Zahl von Translationszustanden bis zu sehr
hohen Gasdichten (bis Uber die Kondensation zur Flussigkeit hinaus) nur zu
einem sehr geringen Ausmass (bei T=300 K, p= 1 atm zu etwa 10”) besetzt sind
(s.u.). Somit ist jedes der N Teilchen mit grosser Wahrscheinlichkeit in einem
eigenen Quantenzustand. Wir bekommen deshalb um N! zuviele Mikrozustéande,
wenn wir Vertauschungen der Gasmolekule untereinander auf der Leiter der
Quantenzustande mitzahlen.

Wie steht es denn mit der "Isotopenmarkierung” einzelner Molekule? Was ges-
chieht beim Einzelnachweis eines Gasmoleklls im Massenspektrometer?
Ubrigens ergab die um N,! falsche Translationszustandssumme korrekte Werte
fur die daraus hergeleiteten molaren Energiegrossen AU, AH und fur die spezi-
fische Warme, nicht aber fur AF, AG. Warum ?

Wenn wir die Korrektur far Nichtunterscheidbarkeit ausgefuhrt haben - wir sind
dann bei der korrigierten Boltzmann-Statistik angekommen - , sind die
Teilchen in Hinblick auf die Behandlung aller Freiheitsgrade unterscheidbar
geworden. Deshalb gilt z.B. fur die inneren Freiheitsgrade die Formel (5.1).

Bei Temperaturen von wenigen Kelvin und in kondensierter Materie ist die Zahl
der Translationszustande oft nicht sehr viel griosser als die Zahl der Teilchen.
Dann trifft unsere Feststellung, dass sich jedes Gasmolekul in "seinem privaten
Niveau aufhalt, nicht mehr zu. Es treten Abweichungen zur Boltzmann-Statistik
auf, die nicht mehr mit dem Problem der Nichtunterscheidbarkeit direkt sondern
damit zu tun haben, dass die Natur dieses auf zwei verschiedene Arten lost. Es
gibt namlich fur die nun offenbar in Betracht kommende Mehrfachbesetzung von
Niveaus bestimmte Regeln, welche wir bei der Abzahlung der Mikrozustande
bisher nicht beachtet haben. An Stelle der Boltzmann-Statistik (bisherige
Zahlart) muss man entweder die Bose-Einstein-(BE) oder die Fermi-Dirac-
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Statistik (FD) benutzen, je nachdem, ob die Teilchen des Ensembles ganzzah-
ligen, Bosonen, oder halbganzen Spin, Fermionen, haben. Bei der FD-Statistik
duarfen Quantenzustande des Makrosystems nur einfach besetzt sein, bei der
BE-Statistik jedoch beliebig haufig. Wir rechnen ein Beispiel der FD-Statistik
von Elektronen in Metallen in ELECTRON-2.2 aus. Das Pauli-(Ausschlies-
sungs)Prinzip sorgt fur das richtige Abzahlen von Elektronenzustdnden gemass
FD-Statistik, was uns von der Atom- und Molekulspektroskopie und -Theorie her
langst gelaufig ist.

Wir fugen im Kapitel 7 eine Herleitung der statistisch mechanischen Grundge-
setze an, welche direkt auf die richtigen Statistiken fihrt. Wir werden dort sehen,
dass die korrigierte Boltzmann Statistik bei Temperaturen oberhalb von etwa
10 Kelvin und bei Drucken, die kleiner sind als einige dutzend kilobar ausge-
zeichnete Resultate liefert, also bei fast allen Fragestellungen, welche einem
Chemiker begegnen, brauchbar ist.
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6 Gleichgewichte flir chemische Reaktionen
6.1 Herleitung der allgemeinen Formel

Per definitionem konnen die Komponenten idealer Gase keine Wechselwirkungen
zeigen, welche die charakteristischen Energiezustande einer Spezies stdren
wurden. Folglich durfen wir die Zustandssumme jeder Komponente so ermitteln,
wiewenndiese allein vorhanden ware (dies ist umgekehrt die genauste Definition
eines idealen Gases!). Bei chemischen Reaktionen sind normalerweise mehrere
Spezies beteiligt. Der bisher fur das Einzelteilchen verwendete Energienullpunkt
€. =0 ist fur ein System verschiedener Spezies neu zu definieren, da ja jede
Spezies ihr eigenes g, besitzt. Man wahlt als Standardzustand der Energie eines
chemischen Reaktionssystems die sogenannte GRA-Basis (vgl. VIBRATIO): die
Energie der Getrennten, Ruhenden Atome, also das vollstandig atomisierte
System. Dieser Nullpunkt wird auch in der molekularen Quantenchemie ver-
wendet, wo er als Dissoziationsgrenze bei beliebig grossem Abstand der ruhenden
Atome imelektronischen Grundzustand erscheint (vgl. mitder Asymptote R — o
des Morse-Potentials fur ein zweiatomiges Molekul). Wir schreiben fur die Zu-
standssumme in der GRA-Basis Z . Dieser Nullpunktswechsel betrifft nur die
Vibrationszustandssumme, weil wir jetzt die Vibrationsenergie statt auf den
bisherigen individuellen Nullpunkt &,=0 auf den allgemein verwendbaren
GRA-Punkt beziehen. Wenn der Energieunterschied zwischen dem vibrato-
rischen Nullpunktsniveau und dem Dissoziationsniveau = Atomisierungsenergie
bei 0 Kelvin als ¢, bezeichnet wird, gilt:

Lip= zvibe_ad/kT
oder
= Zvibeﬂd/kT
Damit erhalten wir die folgenden thermodynamischen Parameter: Mit
- 1 N N,~1 N 1 ~, .~
Ztot :m(zt%ang (Zrt)t) (Z\%ib :m(ztlot)

wird die freie Energie nach Helmholtz:
~ 1 - ~
F=—kTInZ,=-kT |n@m(zim)”@: KTINN! =NKTInZ,

Mit der Stirling-N&herung fur InN! wird daraus:
F =NKT(nN -1) - NKTInZ:, = -NKT = NKTIn(ZL/N)
und fur ein Mol mit kN,=R und pV =RT:

F =-RTIn@ZL/N,)-RT N, = Konstante von Avogadro
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Die Gibbs’'sche molare freie Enthalpie ist G =F + pV

also G =-RTIn(ZL/N,) (6.1)

Um chemische Gleichgewichte zu behandeln, missen wir noch eine zweite Ver-
einbarung treffen, welche sich auf das zu verwendende Konzentrationsmass
bezieht. Fur Gasgleichgewichte wahlt man daftr den Partialdruck und K; als
Gleichgewichtskonstante. Die inneren Freiheitsgrade sind druckunabh&ngig. In
Z...ns KOmmt jedoch das Volumen oder, Uber die thermische Zustandsgleichung,
der Druck vor. Wir wahlen als Standardzustand des Drucks fur das ideale Gas
z.B. p = 1 atm (oder 1 bar etc.). Mit dem Standarddruck und dem Standard
Energienullpunkt haben wir genau wie in der Thermodynamik den Standard-
zustand vollstandig definiert. In der Thermodynamik sind jedoch fur die
Festlegung des Standardzustands makroskopische Informationen notig: Man
wahlt als Energiebezugspunkt fur jeden Reaktionsteilnehmer z.B. seine stabilste
Phase bei 298.15 K und fur den Druck p=1 atm. Fur Elemente wird die Stan-
dardbildungsenthalpie und die freie Standardbildungsenthalpie per definitionem
= Null gesetzt. Wenn man den Energienullpunkt bei 0 Kelvin annimmt,
entspricht er der Wahl von (g,). =0 fir jede Komponente i des Systems. Die

Thermodynamik kennt den gemeinsamen GRA-Punkt naturlich nicht, weshalb
diese Definitionen notig werden.
Unter Verwendung der Formeln in TRANSL erhalten wir nun fur die Standard
molare freie Enthalpie:
ztlot Z(%ans >1
G =-RTIn—=-RTIn——-RTInZ
- N N

int
a a

21 kTE” v

>1
he H nRTInZ

int

[
=-RTIn[}
L

(Prmk T2 .
=-RTIn0———[ RT—RTInZﬁ“
O h?2 O pN,

Tk TH*RT, O
:—RTlnﬁL] — 7L F+RTInp
hz O N, tD

also fur G° mit p=1 atm und GRA-Basis

Z° mkT?RT~, O
gO:—RTmN—a:—RTm%ZTE WZ%E (62)

Entsprechend ist Z° die Standardzustandssumme des Einzelteilchens.




Stat Therm 43 6.1

Fur das Gleichgewicht in einem chemischen Reaktionssystem gilt als Kriterium,
dass die freie Enthalpiednderung bei infinitesimalen Molzahldnderungen
verschwindet, deren zweite Ableitung aber positiv ist. Dies garantiert ein
Minimum der freien Enthalpie, in welches das System nach einer Stérung immer
wieder zuruckkehrt. In der kanonischen Gesamtheit (siehe S.34) ist nicht das
Entropiemaximum Stabilitatskriterium wie in der mikrokanonischen Gesam-
theit, sondern, weil sich die Niveaus und damit die Enthalpie auch &ndern kénnen
(z.B. bei Phasenubergéangen), das Minimum der freien Enthalpie. Da sich bei
einer chemischen Reaktion aber auch die Teilchenzahlen der einzelnen Spezies
verandern konnen, ist das chemische Gleichgewichtssystem ein makrokano-
nisches Ensemble. Die freie Enthalpie ist hierbei nicht nur von den &usseren
Variablen p,T (oder V,T fur die freie Energie) sondern vom Molenbruch der
einzelnen Komponenten abhéngig. Die Gesamtzustandssumme Z des Systems
aus A,B, ... ist:

Z,(V, )" Ze(V,T)®
N,! Ng!
Wie in der Thermodynamik bedeutet dies, dass fur eine Reaktion
aA+bB - IL +mM
Im Gleichgewicht (A ist die Reaktionslaufzahl):

dF = JZ pdn = E,erVj“jEpI)\ (T,V konstant) oder

Z(Na, N, -+, V, T) = Z(N,, V, T) (Z(Ng, V, T)- - =

dG = JZ pdn, = E,erVj“jEp)\ (T,p konstant)

. F B G B
verschwinden, also ﬁ% ﬁyv =0 bzw. @%\ ﬁ’p =0 also

J_szHj =V H +Vyky ~VaHa ~VgHg = 0. (E)
oz [ Z,(V, T
mit W=—kTO=—0 =-kTIn V. T).
[ON4 EL,PV’T Na
Hierbei ist g das chemische Potential, nun thermodynamisch definiert:
oG O Z
My: = L0 =—kTIh" und
DaNX +PiNa B 2 x NX
50
0 X
:=—kTIn—
uX NX

K = My +RTInp,
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(naturlich ist ny = Ny/N,).
Wir erhalten daher mit dem Partialdruck als Konzentrationsmass aus (E):

RT(n(py) + In(pyy) = IN(P2) = In(pg)) = —11 — mity + & + b oder

RTINK, = -AG;

(Z2IN,) (Z3N,)"
Tin— = .

(ZAIN.)* (Z8/N)
Fur jede gegebene Temperatur sind alle ()-Ausdriicke auf der rechten Seite von
(6.3) Konstante, weil alle Z° nicht fiir den Gleichgewichtspartialdruck sondern

eben fir den Standarddruck von 1 atm bestimmt werden, wie es die °-Marke
kennzeichnet.

Da wie oben Z°IN, = (Z°IN)e

mit g; = Atomisierungsenergie am abs. Nullpunkt des betrachteten Stoffes, wird
aus (6.3):

AG;=-R

(6.3

+e4/KT

K _ (ZB/Na)I (Z&/Na)m e(I &g+ Meyy, —agyn — e R)KT
" (ZUND) (ZOIN)

leg + Megy —aEa—beg  AgY  AE]
kT T kT~ RT
Das Vorzeichen des Energieeffekts entsteht folgendermassen:
Die Wahl der GRA-Basis bedeutet, dass den Edukt-Molekilen die Energie
+(agyy + beyz) zugefuhrt werden muss, wahrend bei der Bildung der Produkt-
molekdule aus dem GRA-Niveau die Energie —(lg, + meg,) frei wird. Daraus ergibt
sich als Differenz

Agg = H@agy, + beyg) — (Igy + mey,)

=—(ley +meyy, —agy, —beyg) .

AE] ist der molare Energieunterschied der Edukte und Produkte bei T=0, oder
die Bildungswarme bei T=0, die man aus den spektroskopisch bekannten Dis-
soziationsenergien der Molekdule leicht bestimmen kann. Es wird dann endgultig:

(20N (ZRINDY™+ —aetrr
KP - 0 a 0 b e
(Za/No)™ (Z6/N,) -+

(6.9

6.2 Berechnung von Gasgleichgewichten
6.2.1 Berechnung von Gleichgewichten zweiatomiger Molekdule

Setzt man fur die verschiedenen Z und die Naturkonstanten die Formeln oder
Werte ein, so erhalt man fur zweiatomige Molekule (siehe Anhénge)
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20 M32T52 T g4/kT
= - E
N,  39.05 0O, 1_goT
wobei M Molekularmasse in atomaren Masseneinheiten **C/12
o Symmetriezahl

siehe ROTATION
G, charakt. Rotationstemperatur
&4 Dissoziationsenergie am abs. Nullpunkt
©, charakt. Vibrationstemperatur siehe VIBRATIO
(oY Entartungsgrad des elektronischen Zustands siehe ELEC-

TRON
! ist Abklrzung von—————= EIZEE?IZ R
39.05 9 V039 05050 Hh? 0 N2
CGS-Einheiten: SI-Einheiten:
R =82.05784cm’atm mol'K™] R =8.20578410° [m’atm mol'K™]
k =1.38065810 " [ergK™] k =1.38065810°[JK™]
h =6.626075510 *erg [3] h =6.626075310*%[J 5]
N, = 6.022136 710" [mol™] N, = 6.022136 710 [mol™]
Masse in [g mol™] -~ amu Masse in [kg mol™*] — amu
Beispiel: Dissoziationsgleichgewicht von
1(9) =21(9)
Komponente 2 1
_(@INY
" @2IN)
Z_ M =126.90
N~ 39,08 (9, M, =126.90447
@, e 2deif
Zg MSIZTSIZ T e,/kT

N,

39.05 66, 5 _gor M, = 253.80895

0=2;0, =0.05369 O, = 306.854; @),=1: '3,
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€, = 1.54238eV] = 148.817(kJ mol]

—€4/kT

bei 1000C: 1-e ' =0.2142; = exp(-14.0582
_126.9 12737 4 _14.0585
>~ 553 6% 39.05 EE [2[D.05369D.2142(e
=0.17Jatm] (berechnet)
=0.169atm] (experimentell)
Wir kénnen leicht andere Temperaturen einsetzen und erhalten:
12(9) = 21(9): AH?=148.89[kJ/mol] (berechnet}
148.78kJ/mol]  (experimentell)
°C K,(ber) K,(ber)* K,(exp) K, [atm]
800 0.0111 0.01081 0.0114
1000 0.1697 0.1641 0.165
1200 1.2504 1.203 1.23

Die Ubereinstimmung mit dem Experiment ist sehr gut. Die folgenden
Né&herungen sind gemacht worden:

1.Kolonne : ideales Gasgesetz; starrer Rotator; harmonischer Oszillator.
2.Kolonne*: nur ideales Gasgesetz.

Es stehen lhnen das Pascal-Programm STAX2.PAS oder das MathCad-Pro-
gramm STAX2.MCD zur Verfugung, die alle Gasgleichgewichte 2X =X, , X,
+Y,=2XY und UX+YZ=XZ+UY (nur.MCD) bei jeder beliebigen Temperatur
oberhalb von etwa 20 K (80 K: Einschrankung nur fur H,) bis zu etwa 2500 K
zu berechnen erlaubt. Die einzige Annahme ist die des idealen Gasverhaltens.
Es wird der nichtstarre Rotator, der anharmonische Oszillator und die
Rotations-Schwingungskopplung  (Zentrifugalstreckung der Bindung)
bertcksichtigt. Siehe die Kommentare im Programme-Listing. Bei Gebrauch
mussen die spektroskopisch bestimmten molekularen Konstanten fur X, usw.
aus dem Buch von Huber & Herzberg, "Constants of Diatomic Molecules”, New
York, 1979, herausgesucht werden, sofern sie nicht in der automatisch
eingelesenen Datei STAX.DAT oder STAX2.PRN vorhandensind, vgl. 9. Aufg.
Die Berechnungsmethode und die Symbolik im Programm ist in K.S. Pitzer
and L. Brewer, "Thermodynamics", New York 1961, Chapter 27, beschrieben.
In der heutigen Literatur sind alle tabellierten Gasgleichgewichte fur nicht zu
komplizierte polyatomare Molekile statistisch-mechanisch berechnet und
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nicht experimentell bestimmt worden! Siehe z.B. Barin & Knacke: "Thermo-
dynamische Konstanten Anorganischer Stoffe".

Die folgenden beiden Tabellen sind vom Programm STAX2 ausgedruckt
worden.

Einige Zahlenwerte davon sind auf S. 46 tibernommen worden.

Reaktion: 1(g) + 1(g) = 12(g)
- AHo°®  35.568 kcal/mol
Temperatur AGr Kp log Kp
298.15 -28.931 1.609e21 21.207
273.15 -29.532 4.251e23 23.628
473.15 -24.669 2.479%11 11.394
673.15 -19.716  2.518e6 6.401
873.15 -14.707 4.798e3  3.681
1073.15 -9.655 9.252el1  1.966
1273.15 -4570 6.089e0 0.785
1473.15 0.541 0.831e0 -0.080

-

cal/K/mol  1(g) 1(9) 12(g)

29815 S ° 43183 43183 62.277
(G °Ho°)T 38.215 38.215 54.170
27315 S ° 42748 42748 61507
(G °Ho°)T 37.780 37.780 53.463
47315 S ° 45477 45477 66.376
(G °Ho°)T 40509 40.509 57.983
67315 S ° 47229 47.229 69.536
(G °Ho°)T 42.261 42.261 60.973
87315 S ° 48521 48521 71.879
(G °Ho°)T 43553 43553 63.214
107315 S ° 49546 49.546 73.744
(G °Ho°)T 44578 44578 65.009
127315 S ° 50395 50.395 75.295
(G °Ho°)T 45427 45427 66.506
147315 S ° 51119 51.119 76.623

-(G °-Ho °)/T 46.151 46.151 67.792
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Rechnen Sie mit STAX2.MCD einige Beispiele aus, etwa
0.5 0,(9) + 0.5 N,y(g) <==> NO(9),

drucken Sie das ganze File auf lhrem Drucker und versuchen Sie, die
Teilschritte der Berechnung auf Grund der oben gegebenen Herleitungen zu
verstehen. Fur einige Atome ist die elektronische Zustandssumme g etwas
komplizierter, weil sich in der N&he des Grundzustands noch angeregte
elektronische Zustande befinden, die bei chemisch relevanten Temperaturen
bereits populiertsind, vgl. ELECTRON-1,2. Dasselbe trifft fir das NO-Molekul
Zu.
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6.2.2 Berechnung von Gleichgewichten polyatomarer Molekdule

Fur Gleichgewichte zwischen mehratomigen Molektlen werden im folgenden
Anleitungen zu den MathCad Programmen im Verzeichnis \THERMO ge-
geben. Sie kdnnen diese hernach als "Maske" fur Ihre eigenen Berechnungen
brauchen, z.B. fur die Loésungen der 10. Aufgabe.
Die verwendeten Formeln sind mit Hilfe der Herleitungen unter 6.1 und mit
den Aufgaben und Lésungen in den Anhangen alle erklart.
1. Beispiel
Im Anschluss andie einfache Herleitung des chemischen Gleichgewichts zweier
Molekiile, die sich in einem Freiheitsgrad unterscheiden, S. 24-27 mit STA-
TEQU, beschreibt das erste Beispiel die Isomerisierungsreaktion

CH,CN(g) <= CHNC(g).
zwischen Acetonitril und Methylisonitril.
Benutzen Sie das Programm NOROTBAR.MCD.
Dieses ist fur die Berechnung der thermodynamischen Funktionen g(T), h(T)

und S(T) fur O, vorprogrammiert. Dies sind die in Datensammlungen haufig
tabellierten freien Enthalpie- und Enthalpie-Funktionen:

__G-E)
g(m=-—1-
2K
h(T) = T und
,HES GR-ED
S = T T mit E,=H,

(die ersten zwei Funktionen werden auch als Gibbs-Funktionen bezeichnet).
Sie lassen sich viel genauer interpolieren als die G- und H-Funktionen selbst.
Setzen Sie nun in NOROTBAR fur CH;CN die folgenden Molektldaten statt
jener von O, ein:

n:=6 ;=2 0:=3 und g:=1.
Lesen Sie die vorbereiteten spektroskopischen und Strukturdaten von CH,CN
mit

D:=READPRN(ch3cnd)
ein, indem Sie '02d’ in 'ch3cnd’ abandern. Dricken Sie jetzt (F9), worauf das
ganze Dokument berechnet wird. Sie kdnnen sich jetzt die eingegebenen 12
Vibrationsfrequenzen ansehen (aus G. Herzberg: Infrared- and Raman-Spec-
tra, Van Nostrand, Toronto, 1945, S.332), und die Strukturdaten in Form der
kartesischen Koordinaten der sechs Atome kontrollieren. Wenn Sie zur letzten
Seite "scrollen”, sehen Sie (evtl. nach weiterem Driicken von (F9)) die berech-
neten Felder, welche Sie mit Literaturdaten vergleichen sollten. Fur die
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Gleichgewichtsberechnung brauchen wir die oben angegebenen Stot(T),
Htot(T) und Gtot(T)-Felder. Andern Sie die letzte Gleichung in
WRITEPRN(ch3cn):=N (nach dem N ist ein kleines Quadrat)
ab und aktivieren Sie sie durch anklicken von’Math’ 'Toggle Equation’. Hierbei
verschwindet der quadratische Marker. Wir haben die Gleichung fur Sie
deaktiviert, um zu verhindern, dass berechnete Werte abgespeichert werden,
welche evtl. mit dem gleichen Namen schon existieren und bewahrt werden
sollten. Naturlich kénnen Sie statt 'ch3cn’ einen beliebigen Namen aus 8
Buchstaben und/oder Zahlen verwenden. Wenn Sie jetzt nochmals (F9) driicken,
wird die Wertematrix N als CH3CN.PRN gespeichert.
Nun scrollen Sie wieder zum Anfang und machen dieselbe Rechnung mit
CH;NC. Da n,l,o und g gleichgross sind, ist nur READPRN(ch3cn) in RE-
ADPRN(ch3nc) abzuandern. Bevor Sie die Rechnung mit starten, ist am
Schluss dieselbe Anderung bei WRITEPRN(ch3nc) auszufiihren. Nach der
Berechnung des Dokuments sind die thermodynamischen Daten von CH;NC
in CH3NC.PRN gespeichert.
Offnen Sie jetzt CH3NCGL.MCD im Verzeichnis \THERMO. Dies ist ein
vorbereitetes MathCad-Programm fur die Gleichgewichtsbestimmung fur
diese zwei Isomere: Am Anfang werden die stochiometrischen Koeffizienten
definiert und die eben erzeugten CH3CN.PRN und CH3NC.PRN eingelesen.
Aus einer Datensammlung, z.B. dem CRC-Handbook, sind die Bildungsen-
thalpien AH(299 fiir beide Stoffe herauszusuchen und damit durch Sub-
traktion die Reaktionsenthalpie bei 298.15° zu bestimmen (35.9 - 21.0 kcal/mol,
schon eingesetzt). Nun sind alle Daten vorhanden, um die
Gleichgewichtskonstante als Temperaturfunktion zu bestimmen. Wir machen
aber noch eine Anknupfung an das Programm STATEQU, die Sie anhand der
Beschreibung im Programm leicht verfolgen kénnen (evt. STATEQU wieder-
holen!).
Anschliessend werden die eigentlichen Molekuldaten verwendet. Um auf die
GRA-Basis zu kommen, miussen wir aus DelHf298 mit Hilfe der
Htot(T)-Funktion auf DelHfO, die Reaktionsenthalpie bei 0 Kelvin
zurtckrechnen. Durch Differenzbildung wird nun die freie Enthalpieanderung
bei jeder Temperatur erhalten, worauf die Gleichgewichtskonstante numerisch
feststeht. Da sich Acetonitril und das Isonitril in der Stabilitat stark unter-
scheiden, ist fur die Umwandlung CH;CN => CH;NC eine grosse Reaktions-
enthalpie aufzuwenden. Das Gleichgewicht ist deshalb im Temperaturbereich,
der fur die Reaktion in Frage kommt, im wesentlichen enthalpisch bestimmt.
Diese ausfuhrliche Anleitung kann fur alle Gasreaktionen zwischen beliebig
vielen Reaktanden verwendet werden. NOROTBAR.MCD dient dabei als
"Maske" fur die Berechnung der thermodynamischen Funktionen jedes Re-
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aktanden, CH3NCGL.MCD oder (wegen des besonderen Einschubs in
Verknupfung mit STATEQU) ein anderes Gleichgewichtsprogramm in
\THERMO als Vorlage fur die Bestimmung der Gleichgewichtskonstanten.
2. Beispiel

Als zweites Beispiel berechnen wir die thermodynamischen Funktionen fur ein
Molekdl mit gehinderter innerer Rotation, CH,CH;. In der Programm-
sammlung finden Sie das analoge Problem auch fur CH,OH, CH,SH, CH;NH,
und CH;OCHj, gelost.

Bei diesen Molekllen gibt es (mindestens) eine wichtige, niederfrequente
Schwingung der Methyl-, OH-, SH- oder Amin-Gruppe um eine Einfachbin-
dung. Diese Schwingung entspricht bei tiefen Temperaturen einer periodischen
Verdrehung dieser Gruppen um eine CC-, CO- oder CN-Achse. Bei hdheren
Temperaturen kann diese Bewegung "durchdrehen”, sodass daraus eine innere
Rotation, z.B. der einen gegen die andere Methylgruppe in Ethan, entsteht.
Diese Sachverhalte werden seit langem in der Konformationsanalyse
bertcksichtigt, wo man durch Betrachtung der Potentialbarrieren, denen
solche inneren Drehungen unterworfen sind, plausibel machen kann, welche
Konformationen bei "beweglichen” Molekulgerusten bevorzugte Stabilitat be-
sitzen und deshalb eine Uberwiegende Population aufweisen. Jedes Lehrbuch
der Organischen Chemie betont die hervorragende Bedeutung dieser
Uberlegungen fiir die chemische Reaktivitéat, insbesondere fur den sterischen
Ablauf von Reaktionen. Es ist deshalb interessant, festzustellen, dass die
"Urvéater" der Konformationsanalyse, z.B. KENNETH S. PITZER ("Pitzer-Span-
nung"), die Grosse der Potentialbarrieren gegenuber der freien Drehbarkeit
um Einfachbindungen mit Hilfe der hier vorgefuhrten Rechnungen gewonnen
haben. Heute verwendet man dazu meist NMR-kinetische Beobachtungen als
Funktion der Temperatur, bei denen die Potentialbarriere als eine Aktivier-
ungsenergie fur die freie Drehung bestimmt wird (z.B. H. Gunther,
NMR-Spektroskopie, Thieme, Stuttgart, 3. Auflg., 1992, Seite 307ff.). Ferner
hat die quantenchemische Berechnung solcher Barrieren in den letzten Jahren
sehr grosse Fortschritte gemacht, sodass man den Werten vertrauen kann (eine
recht gute, frihe Berechnung der Barriere in Ethan hat A. Veillard ausgefuhrt,
Theor.chim.acta 18(1970)21).

Laden Sie jetzt ROTBAR.MCD. Dieses Programm ist &hnlich zu NOROT-
BAR.MCD, enthalt jedoch die zur Behandlung der gehinderten inneren Ro-
tation notigen Ergdnzungen. Das Programm ist wiederum allgemein brauch-
bar. Die spezifischen Molekuldaten, jetzt ergdnzt um die Grésse der Rota-
tionsbarriere, die Symmetriezahl der inneren Drehung(en) und um die
Bestimmung ihrer Tragheitsmomente, werden duch 'File’ 'Insert Document’ in
das Programm eingelesen. Die fur die oben angegebenen Molektile vorberei-
teten Einschibe sind in Dateien NAME.DAT gespeichert. Wenn Sie nun Ethan
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berechnen wollen, so setzen Sie den Cursor unter die Zeilen mit dem
fettgedruckten INSERT... und holen mit 'File’ 'Insert Document’ CH3CH3.dat.
Jetzt sind alle spezifischen Daten eingelesen. Schauen Sie sich insbesondere
das folgende an: Die Anzahl der Schwingungsfrequenzen ist jetzt um eine
kleiner als ohne die innere Rotation, weil die innere Rotation als weitere
"entartete” Schwingung zahlt. Hat das Molekul zwei unabhangige innere Ro-
tationen, sind es zwei Schwingungsfrequenzen weniger, z.B. bei Dimethylether
CH,0OCH,. Unter den Frequenz- und Strukturdaten wird Vf, die
Potentialbarriere und o;, die Symmetriezahl der inneren Rotation angegeben.
Zu den Symmetriezahlen finden Sie im Anhang ROTATION alle notwendigen
Erklarungen. Hier ist es die Anzahl gleicher Potential"buckel™ oder -"senken",
welche bei einer vollen Drehung der Methylgruppe auftreten. o; = 3 fur Ethan,
weil bei einer Weiterdrehung um jeweils 120° die Wasserstoffatome der beiden
Methylgruppen in der gleichen gegenseitigen Lage zueinander stehen, also z.B.
ekliptisch sind (Maximum des Hinderungspotentials). Die Methylgruppe be-
sitzt in der CC-Bindung eine dreizdhlige Rotationsachse. Dann folgt die Be-
stimmung des reduzierten Tragheitsmoments fur die inneren Rotoren, die
(Hochtemperatur-) Zustandssumme Z flr den freien inneren Rotator und die
beiden Parameter v und fs, welche weiter unten gebraucht werden. Der Rest
des Programms ist gleich wie bei NOROTBAR.MCD mitdem Unterschied, dass
fur den gehinderten inneren Rotator nun Korrekturen an der Zustandssumme
des freien Rotators angebracht werden mussen. Diese hangen von den eben
erwahnten Parametern v und fs ab. K.S. Pitzer und Mitarbeiter haben die
Energieniveaus fur den gehinderten Rotator in Cosinus-artigen Rotations-
barrieren berechnet und dazu Tabellen erstellt, welche die Korrekturen fur die
thermodynamischen Funktionen S(T), h(T) und g(T) mit Hilfe der beiden
Parameter zu interpolieren erlauben. Wir benitzen die Interpolationsfunktion
von MathCad, um die relevanten Gréssen aus den gespeicherten Pitzer-Ta-
bellen herauszulesen. Dies muss dreimal ausgefthrt werden und liefert dann
die Korrekturvektoren sf, gf und hf. Auf der letzten Seite des Programms
werden diese Korrekturgrossen zu Stot, Gtot und Htot addiert. Nun bekommen
wir mit wieder die berechneten thermodynamischen Daten, die Sie nach
Eingabe des richtigen Namens in WRITEPRN(...) abspeichern kénnen.

Es ist nicht sinnvoll, hier die ganze Theorie der gehinderten Rotation abzu-
handeln (die Gbrigens immer noch im Fluss ist). Im Programmtext wird beim
Beginn der Interpolationen ein relevantes Literaturzitat angegeben, wo Sie die
Erklarungen finden.

Pitzer und seine Kollegen haben nun Rotationsbarrieren so bestimmt, dass sie
z.B. eine statistisch-thermodynamische Berechnung von Ethan ohne Barriere
(also mit einem NOROTBAR.MCD analogen Verfahren) ausfuhrten und die
berechnete Entropie mit dem experimentell bestimmten Wert verglichen. Die
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Differenz musste vom unberucksichtigten Beitrag der gehinderten Rotation
herrihren. Nun nahmen Sie eine Rechnung vor, die dem Programm ROT-
BAR.MCD entspricht, und veranderten das Rotationspotential Vf solange, bis
die berechnete mit der experimentellen molaren Entropiefunktion
Ubereinstimmte. Die so erhaltenen Werte von Vfwaren die ersten quantitativen
Grossen, welche die Grundlage der gesamten Konformationsanalyse sind.
Diese thermodynamisch bestimmten Barrieren haben sich als vorzugliche
Daten bis heute bewahrt. Mit den hier offerierten Programmen kénnen Sie
diese Daten ebenfalls bestimmen. Jede einzelne Rechnung, die Sie jetzt mit
dem Computer in wenigen Minuten machen kénnen, war noch vor 35 Jahren
eine ganze Doktordissertation in Physikalischer Chemie!
Benutzen Sie jetzt die fur Ethan bestimmten thermodynamischen Funktionen
zur Berechnung eines Gleichgewichts, z.B. der wichtigen Hydrierung von Ethen
zu Ethan. Laden Sie CH3CH3gl.mcd (im Verzeichnis \THERMO)

H(g) + CH,CH)(g) < CH,CH(g)

und fuhren Sie es aus. Am Schluss erhalten Sie eine Graphik, welche experi-
mentelle Gleichgewichtskonstanten mit Ihren Berechnungen vergleicht. Die
Ubereinstimmung ist ausgezeichnet!

Wenn Sie den Einfluss der gehinderten Rotation der beiden Methylgruppen
auf die Lage des Gleichgewichts beurteilen mdchten, kénnen Sie ch3ch3.prn
mit NOROTBAR.MCD berechnen und dieses Gleichgewichtsprogramm noch-
mals laufen lassen. Der Einfluss ist erstaunlich gross! Man kénnte auch mit
dem Hydrierexperiment die Grosse der Rotationsbarriere ermitteln.
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7 Nichtunterscheidbarkeit, Quanten-Statistiken
7.1 Abzahlverfahren in den Quantenstatistiken

7.1.1 Notwendigkeit anderer Abzahlverfahren

Wir haben uns in Kapitel 5 tiberzeugen kénnen, dass die Boltzmann-Verteilung
fur ein Gas von sich unabhangig bewegenden Molekulen eine um k*In(N!) zu
hohe Translationsentropie liefert, wenn man naiv voraussetzt, dass die
Teilchen unterscheidbar seien. Erst wenn man diese ldee aufgibt, bekommt
man aus der von MAXWELL und BOLTZMANN entwickelten MB-Statistik eine
mit dem Experiment perfekt Ubereinstimmende Translationsentropie (siehe
Tabelle in TRANSL-2.4).

Bei sehr tiefen Temperaturen (meist < 10 K) oder bei der Beschreibung von
Elektronen werden die Resultate der MB-Statistik auch mit der vorherge-
henden Korrektur wieder ungenau. Dies hat zwar bei fast allen Problemen der
Chemie nur sehr geringe Bedeutung, d.h. die MB-Statistik ist hinreichend
genau. Aber die Situation ist ungemutlich. Die Frage besteht jetzt, ob man die
unschone ad hoc Korrektur fur die Translationsentropie nicht durch eine
grundsatzlichere Uberlegung beim Abzahlen der Mikrozustande vermeiden
kann, die auch gleich das Tieftemperatur- und Elektronenproblem lést. Dies
ist in der Tat moglich, was erstmals durch SATYENDRANATH BOSE (1924 fur
Lichtquanten), verallgemeinert (1924) durch ALBERT EINSTEIN, Sowie ENRICO
FERMI (1926), verallgemeinert durch PAUL ADRIEN MAURICE DIRAC (1926), ge-
zeigt worden ist. Die beiden "Wellen- oder Quanten"-Statistiken sind die BE-
und FD-Statistiken. Sie sind korrekt, schliessen einander gegenseitig aus, sind
aber zusammen auf alle Erscheinungen anwendbar. Bei hinreichend hoher
Temperatur gehen beide in die MB-Statistik tber.

Notwendigkeit anderer Abzéahlverfahren bei den Quantenstatistiken:

Die folgenden Uberlegungen werden ausgelost durch die prinzipielle Nicht-
unterscheidbarkeit der mikroskopischen Partikel und der daraus hervorge-
henden Invarianz aller mikroskopischen Gesetze gegentiber der Vertauschung
je zweier (identischer) Teilchen. Wir haben uns an den einen Teil dieser Folgen
als Chemiker langst "gewohnt", ndmlich an das Pauli-Prinzip, das meist als
zusatzliches Postulat zur Quantenmechanik der Elektronensysteme ein-
gefihrt und nicht ndher begriindet wird. Um zu sehen, dass das Pauli-Prinzip
nur eine der beiden mdoglichen Lésungen der "Austauschinvarianz" darstellt,
wollen wir es an einem speziellen Beispiel herleiten (es ist nicht schwieriger,
dies fur den allgemeinen Fall zu tun; die Herleitung braucht aber viel mehr
Platz und ist nicht durchsichtiger).
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7.1.2 Antisymmetrisierung, Pauli-Prinzip

Wir wéahlen ein System von zwei Elektronen mit den Ortskoordinaten x,y,z,
und x,Y,z,, fur die wir die Abktrzung (1) und (2) wéahlen. Mit diesen Etiquetten
tun wir offenbar so, wie wenn die beiden Elektronen individuell markiert
werden konnten. Diesen Fehler mussen wir anschliessend wieder eliminieren,
wobei das Pauli-Prinzip und eben noch etwas Zweites herauskommen. Das
erste Elektron besetze das Orbital ¢(1) und habe den Energieeigenwert g(1),
das andere besetze das Orbital x(2) und habe den Eigenwert £(2). Das Sys-
temorbital oder die Gesamteigenfunktion des Systems ist dann durch das
Produkt der beiden Orbitale und die Gesamtenergie durch die Summe der
beiden Einzelenergieen gegeben:

@(1,2) = (1)x(2) (7.0

E(1,2) =¢(2) +€(2). (7.2
Vertauscht man die beiden Elektronen, was dadurch vollzogen wird, dass wir
die Etiquetten, d.h. die individuellen Ortskoordinaten, austauschen, bleibt
zwar die Gesamtenergie erhalten, aber die Gesamteigenfunktion des Systems
andert sich wie folgt:

®(2,1) = e(2)x(1) (7.3

E(2,1)=¢2)+¢(1) =E(1,2), (7.4
d.h. die beiden Lésungen (7.1) und (7.3) der Schridingergleichung sind mitei-
nander entartet - sie haben den gleichen Energieeigenwert. Nach der Theorie
der Differentialgleichungen sind bei Vorliegen von Entartung nicht nur (7.1)
und (7.3) gultige Lésungen fur die Gesamteigenfunktion, sondern alle Li-
nearkombinationen der Form:
®=AdP(1,2)+BP(2,1) (A,B beliebige Konstanter «) (7.9
sind gleichzeitig Losungen der Schridingergleichung. Vertauscht man in (7.5)
die Elektronen, so darf sich das Quadrat von & , d.h. das Integral tber den
ganzen Raum von @ | der Aufenthaltswahrscheinlichkeit, nicht &ndern, weil
wir damit ja den Erhaltungssatz der Materie verletzen wirden! Nun kdénnte
sich aber ®?, wenn Uberhaupt, nur dann @andern, wenn die Elektronen un-
terscheidbar wéaren. Die Invarianz von @ gegeniiber Vertauschung hebt also
den durch die Etiquettierung eingefuhrten Fehler wieder auf! Daraus folgt
durch Normierung:

l oy = J J [AD(L,2) + BO(2, D)dvdy, =1, (7.6

2
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und da alle in der Quantenmechanik vorkommenden Orbitale orthogonal sind
(oder orthogonalisiert werden kénnen):

J J ®(1, 2)®(2, 1dv,dv, = 0 7.7
ergibt sich als Resultat

A=+B =+1A/2. (7.9
Denn die beiden verbleibenden Integranden von (6) sind gleich gross:

A*®%(1,2)dv,dv, = B’®(2,1)d v, dVv,

weil die Wahrscheinlichkeit, Elektron 1 im Raumelement dv; und Elektron 2
Im Raumelement dv, anzutreffen wegen der Nichtunterscheidbarkeit gleich-
gross ist wie fur den umgekehrten Fall. Daraus folgt A=+B und mit der

Normierung (7.6) der Zahlenfaktor in (7.8).
Damit lauten die zwei moglichen, sinnvollen Systemorbitale:

¢symm=vi[cm1)x(2)+cp(2)x(1)], (7.9
2
O, =Vi2 [DX@ - o2X(D)]. (7.10

Die erste Kombination heisst symmetrisches Systemorbital, weil
Islz(cbsymn) =D m

die zweite antisymmetrisch, weil
Islz(cbami) = =P,

I512 ist der Vertauschungsoperator. Sowohl @, wie ®,,; ergeben beim
Quadrieren das gleiche @,

Trotzdem sind die Wellenfunktionen (7.9) und (7.10) noch nicht richtig. Es fehlt
noch eine Eigenschaft der Elektronen, damit die spektroskopischen Exper-
Imente korrekt gedeutet werden kénnen: w. PAULI musste den Elektronenspin
erfinden mit zwei moglichen Spinorientierungen 1t und! und zwei
Spineigenfunktionen a (1) und B (1). Fur diese gibt es, &hnlich zu den Raum-
orbitalen (aber nicht gleich!), die vier Linearkombinationen:
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a(Da(2) drei
Spin-
B(1)B(2) gegen Vertauschung
?/iz [a(DB2) +a(2)B(1)] symmetrische
Funktionen
?/iz [a(DB2) —a(2)B(1)] eine antisymmetrische

Die vollstandigen Systemfunktionen erhalten wir durch Produktbildung aus
den Raumorbitalen ® mit den obigen Spinfunktionen. Dies durfen wir immer
tun, wenn die Kopplung zwischen der Elektronenbewegung in den Raumei-
genfunktionen = "Bahn"-Orbitalen mit dem Elektronenspin (Spin-Bahn
Kopplung) vernachlassigt werden kann.

Wenn wir nun verlangen, dass die Gesamteigenfunktionen antisymme-
trisch sein mussen, so konnen wir entweder @, mitder antisymmetrischen
Spinfunktion oder ®,, mit den drei symmetrischen Spinfunktionen
kombinieren, womit wir die folgenden vier Losungen erhalten:

1 1
1 [OX(@) + (D] 5 [a(DB(2) ~a(2)BCL) (7.1
[ a(a(2) [
B2
SALCRICE £, POR@ H (7.12
1 Ta(B@) + c@BOIC

Falls wir die Gesamtwellenfunktion symmetrisch wéhlen, so erhalten wir
vier weitere Losungen, bei denen ®,,.., mit den drei symmetrischen, ®,,; mit
der antisymmetrischen Spineigenfunktion kombiniert werden mussen; denn
bei der Multiplikation von Uber den ganzen Raum definierten Funktionen gilt
symm*symns  symm, anti*anti = symm,

symm*anti= anti, anti*symms= anti.

7.1.3 Fermionen, Bosonen

Die entscheidende Einsicht der obigen Uberlegungen sei zusammengefasst:
Damit die Resultate der Mikrophysik gegentber der Vertauschung identischer
Teilchen invariant sind, kann nur entweder die symmetrische oder die
antisymmetrische Gesamtwellenfunktion (Orts- und Spinfunktion) jedoch
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nichts Drittes gultig sein; denn, damit bei der Vertauschung nicht unter-
scheidbarer Teilchen das gleiche, vertauschungsinvariante ®* entsteht, gilt

O’ = (P(P) - - D)* oder (P, (D) - +P) (7.13

und nichts weiteres! Die Natur (die Schopfung, der liebe Gott...) wahlt nun far
die Fermionen genannten Teilchen die antisymmetrische Losung und nur
diese, wahrend sie fur die Bosonen die symmetrische und nur diese zulasst
(die "Natur" ist nicht frei, diese Wahl zu treffen oder nicht zu treffen; denn die
Notwendigkeit der Wahl ist der Nichtunterscheidbarkeit immanent). Fer-
mionen sind alle "Elementarteilchen™ mit Spin 1/2 h, also z.B. das Elektron,
Proton, Neutron und jedes aus einer ungeraden Zahl dieser Teilchen
zusammengesetzte System, z.B. das Deuteron (1 Elektron, 1 Proton, 1 Neu-
tron), HD, ®He, **C, HDO, '*CH, etc. Bosonen sind alle Systeme mit ganz-
zahligem Totalspin inklusive Spin 0, z.B. das H-Atom, *H,, D,, “He, H,'°0, **CH,,
*0, und die Photonen mit Spin 1 h.

Die Fermionen gehorchen dem Pauli-Prinzip; denn die Wahl der antisymme-
trischen Totalwellenfunktion impliziert automatisch, dass jedes Raumorbital
nur mit zwei Fermionen, z.B. Elektronen, mit verschiedenem Spin besetzt sein
kann. Dies sehen wir mit den Gleichungen (7.11) und (7.12) sofort ein: Befinden
sich zwei Elektronen im gleichen Raumorbital, =Y, so beschreibt nur (7.11)
das System richtig, weil (7.12) in diesem Fall verschwindet, also kein Orbital
liefert. Wenn umgekehrt zwei Elektronen in verschiedenen Raumorbitalen
sind, konnen alle vier Funktionen (7.11) und (7.12) existieren, d.h. es gibt
Singlett’s 11 (S=0) (7.11) und Triplett's 11, (LNV2)(1L + 1 1), L1 (S=1 mit m,
+1,0,-1) (7.12), in vollstandiger Ubereinstimmung mit der spektroskopischen
Erfahrung, welche 1925 w.pAULI veranlasste, sein Postulat aufzustellen, das
noch viel kompliziertere Entartungsfalle 16st. Der Atombau, das Perioden-
systemder Elemente, der Aufbau der Molekdle, Festkorper, Planeten, Sterne...
ware ohne das Pauli-Prinzip vollig anders. Das ganze bekannte Universum
wiurde kollabieren (es gabe keine Biologie und keinen homo sapiens), weil sich
alle Elektronen im tiefsten, dem 1s-Zustand der Atome, anhdufen wuirden.
Diese Einsicht gehdrt zum Bildungsgut. Die FD-Statistik berucksichtigt sie, in
dem sie jeden Energiezustand hichstens mit zwei Teilchen entgegengesetzten
Spins (also jeden Quantenzustand einfach oder nicht) besetzt, womit ein ge-
genuber der Boltzmann-Statistik verandertes Abzahlverfahren entsteht,
dessen Konsequenzen wir zu untersuchen haben. Bei der Verallgemeinerung
auf ein beliebiges Mehrelektronenproblem bericksichtigt man das
Pauli-Prinzip in der Determinantenform der Wellenfunktion (Slater-Det-
erminante). Diese verschwindet, wenn je zwei Elektronen in allen Quanten-
zahlen ubereinstimmen, siehe Vorlesungen tUber Quantenchemie.
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Die Besetzungsbeschrankung eines Orbitals = Zustands besteht nicht fur
Bosonen, was bei Vorliegen von Entartung zu einer anderen Zahl von Mikro-
zustadnden als bei der FD-Statistik fuhrt, siehe 7.4.

7.2 Zweite Korrektur der MB-Statistik

Das Neue fur die meisten Chemiker sind die Bosonen, also Teilchen, welche nur
symmetrische Totalwellenfunktionen haben kénnen. Nattrlich begegnet man
diesen ubiquitar, sodass man das Bosonenverhalten als nichts Besonderes héalt.
Die speziellen Eigenschaften manifestieren sich auch nur bei sehr tiefen Tem-
peraturen, z.B. in der Tatsache, dass “He eine "Quantenflussigkeit" (sic!) bildet:
*He siedet bei 4.2 K und zeigt bei 2.18 K einen Phaseniibergang zweiter Art, bei
dem es superfluid wird. In dieser bis zu 0 K (getestet bis 10° K) existierenden
Phase besitzt es keine Viskositat. Dies erlaubt, ohne Druckdifferenz einen
grossen Flussigkeitstransport durch ein sehr kleines Loch von 0.1 mm zu er-
reichen. Da ®He als Fermion diese Eigenschaft erst bei 1 mK (0 atm) bzw. 2.5 mK
(25 atm) erreicht, kann man diese beiden Isotope einfach durch Absaugen des
flussigen “He durch ein Léchlein trennen. Ubrigens bilden aus dem gleichen
Grund flussiges *He und “He zwei nicht mischbare fliissige Phasen! Dieses
Phanomen ist nur bei Helium bekannt. Es misste z.B. bei H,/HD, **CH,/**CH,
und vielen anderen Systemen auch auftreten. Bei Helium ist die van der
Waals-Wechselwirkung am kleinsten. Alle anderen Gase haben grdssere inter-
molekulare Wechselwirkungen, welche eine normale Kondensation, also
Phasenumwandlung erster Art, erzwingen, sodass es zu einer "Kondensation"
zum Bosonen-Grundzustand mit Superfluiditat nicht mehr kommen kann.
Ferner ist die Supraleitung ein Bosonen-Phanomen. Bei hinreichend tiefer
Temperatur werden (einsame) Elektronenpaare mit kompensiertem Spin in
geeigneten metallischen Systemen stabil (Cooper-Paare), welche nattrlich Bo-
sonen sind. Sie kdnnen den elektrischen Strom widerstandslos transportieren.
Schliesslich sind die Photonen Bosonen. Bei ihnen sind diese Eigenschaften nicht
erst bei tiefer Temperatur zu erkennen (weil die Photonen keine Ruhemasse
haben, kdnnen sie keine thermische Energie speichern). Man kann beliebig viele,
z.B. 1 Mol, Photonen in den absolut gleichen Quantenzustand stecken: Die ste-
hende Welle eines "Mono-Mode" Lasers in seinem Resonanzhohlraum zwischen
zwei Spiegeln ist so ein Zustand.

Bei der Herleitung der MB-Statistik mit einem System von Oszillatoren haben
wir implizite Bosonenverhalten vorausgesetzt. Jetzt mussen wir die Konse-
guenzen dieser Annahme Uberdenken.

7.3 Fermi-Dirac Statistik

Antisymmetrische Wellenstatistik: Jeder Quantenzustand hat zwei Madglich-
keiten: Entweder ist er besetzt oder leer. Dies entspricht der kombinatorischen
Aufgabe des Munzenwurfs, den wir auf S. 8ff behandelt haben. Die beiden
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verschiedenen Seiten der Munze, Zahl/Bild, entsprechen jetzt besetzt/leer. Die
Spinorbitale sind alle voneinander verschieden. Bei Vorliegen von Entartung
kdénnen g; Orbitale zum gleichen Energie(eigen)wert g gehoéren. Den Spinorbi-
talen entsprechen Zellen, in die man eine Munze werfen kann; Z-Wurf heisst
Besetzung, B-Wurf Freibleiben der Zelle. Fur die Anzahl der moglichen
Verteilungen auf einen Makrozustand mit Entartungsgrad g; ergibt sich deshalb
der Binomialkoeffizient (Kombinationen von g; Elementen (Orbitalen oder
Quantenzustanden) zur N;-ten Klasse (Teilchen im Energieniveau ¢ ) ohne
Wiederholung):

W = %D g@-D@-2@-N+1) g:! (7.14
1|I|:BN| Nll(gl_Nl)l '
Beispiel: Atomare p-Zustande sind im Einelektronen-Atom dreifach entartet,
haben demnach 6 Spinorbitale, die voneinander verschiedene

Raum/Spin-Funktionen sind. Wieviele Moglichkeiten gibt es, zwei Elektronen
einzufilllen ? Dieser Fall entspricht der offenen p-Schale des C-Atoms mit

der Elektronenkonfiguration 15224307 (7.14) gibt es = 15 N@@)-

zustande, welche die Terme 'D,, °P, . gr&ugen. Dies kann man leicht durch
Abzahlen bestatigen und im Spektrum des C-Atoms verifizieren; denn die
Elektronenabstossungsenergie ist fur jeden der drei Terme verschieden gross,

hebt also die Entartung des Niveaus des Einelektronen-Atoms auf, sodass die
Verteilung teilweise sichtbar wird. Mit einem zuséatzlichen Magnetfeld erkennt

man im Zeeman-Effekt noch feinere Einzelheiten der 15 Mikrozustande.

Sind nun gleichzeitig ("und" oder "sowohl-als-auch” Wahrscheinlichkeit) N,
Teilchen in g, mit Entartungsgrad,, N, in & mitg, ,... so gibt es insgesamt
W=WW,:--W---W, ,also
gl
oNi! (g — Ny)!
Anordnungsmoglichkeiten. Jetzt mussen wir wieder die wahrscheinlichste

Verteilung unter Berucksichtigung der Nebenbedingungen der Materie- und der
Energieerhaltung suchen, also

InW—O(EN iZND—BEE ZN&B 0  Maximum!

FD W|'|W|'|

Nullsetzen der partiellen Ableitung liefert wie auf S. 16/17
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dlnW
-a-PBg =0
Ersetzen wir InW durch die logarithmierte G1.(7.14), in der die Fakultaten durch
die Stirling-Naherung ersetzt sind, so bekommen wir nach Differenzieren nach
den N;:

(N +3)~a -N) ARG -N)f-a~pe =0
Daraus wird der elnfache Ausdruck:
Dgl gi
In D—D—O( e =0 U FD N=——"—"— 7.1
on g %P et (749

Bis auf die noch unbestimmten Multiplikatoren a, B haben wir damit das
FD-Verteilungsgesetz gefunden. (7.15) bestimmt, wieviele Teilchen sich im i-ten
Energieniveau befinden duirfen, wenn das Termschema, die Teilchenzahl und die
Gesamtenergie vorgegeben werden. Bevor wir naher auf die Parameter a, (3
eingehen, wollen wir mit der BE-Verteilung zum gleichen Stand der Herleitung
gelangen.

7.4 Bose-Einstein Statistik

Symmetrische Wellenstatistik: Hier kann jetzt jedes Niveau beliebig haufig be-
setzt werden, sodass wir die Anzahl der Kombinationen mit g; Elementen
(Orbitalen = Quantenzustanden) zur N;-ten Klasse (Teilchen) mit Wiederholung
suchen:

%+N 10_ (N +g - 1)

BE 3 N O Nig -

(7.16

Beispiel: Zwei Bosonen seien auf vier entartete Orbitale a, b, ¢, d zu
verteilen. Da Mehrfachbesetzung erlaubt ist, gibt es die Kombinationen aa,
ab, ac, ad, bb, bc, bd, cc, cd, dd, also 10. Das gleiche FD-Beispiel hatte

gﬁz6 Mdoglichkeiten gegeben, da die vier Doppelbesetzungen verboten

sind.

Wie bei der FD-Statistik ist dieses W, wieder die Anzahl Mdglichkeiten, N;
Teilchen auf ein Niveau mit dem Entartungsgrad g; zu verteilen. Die Zahl aller
Kombinationen erhalten wir analog durch Multiplikation von W,W,...W,,, also

W = H%iH\Ii_lD_ (N +g - 1)!

BE N; E_ i Ni!(g —1)!

(7.16)
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Wir nehmen den Logarithmus, wenden die Stirling’sche Naherung an, setzen die
bekannten Nebenbedingungen ein und bestimmen durch Aufsuchen des Maxi-
mums von (7.16a) (mit Nebenbedingungen) die wahrscheinlichste Verteilung.
Die Rechnung verlauft genau gleich wie bei der FD-Statistik und liefert als
Ergebnis:

BE N=— D (7.17)

L ety
Beachten Sie, dass sich FD- und BE-Statistik nur im VVorzeichen des Summanden
1 im Nenner der Verteilungsgleichung unterscheiden.

7.5 Konvergenz zur Boltzmann-Statistik

Wir suchen jetzt den Grenzfall, bei dem die Anzahl Zustdnde oder Orbitale viel
grosser ist als die Zahl der vorhandenen Teilchen, also g; >> N,. Dann ist im
Nenner von (7.15) und (7.17) 1 klein gegenuber exp(a + 3¢;), sodass wir es als
Summand vernachlassigen konnen. Damit konvergieren FD- und BE-Vertei-
lungen zum gleichen Ausdruck, der mit der Boltzmann-Verteilung Uberein-
stimmt:

MB N = ﬂ& (7.18

Division zweier Ausdriucke (7.18) liefert namlich GI.(2.8a) S.18, da wir ohne
weiteres g/g; = 1 setzen darfen, in dem wir uns auf Quantenzustande und nicht
auf Energiezustande miteinem Entartungsgrad g beziehen. Wenn wir uns jedoch
auf Energiezustande beziehen wollen, so entsteht der modifizierte MB-Faktor:
N, Og O
—=[~[e
Nj [1g; [

Damit haben wir eine bessere Vorstellung tber die Gultigkeit der MB-Statistik
gewonnen: Die Bedingung g; >> N; ist naturlich umso besser erfullt, je hoher die
Temperatur ist, da die Anzahl zuganglicher Zustande bei steigender Temperatur
exponentiell wachst, wie es die Zustandssumme ausdrickt. Bei der Herleitung
der Boltzmann-Statistik auf S.15ff haben wir keine Beschrankung der Bese-
tzungszahl eines Niveaus vorausgesetzt (was fur Oszillatoren immer richtig ist),
also wie bei der BE-Statistik operiert. Wir sehen jetzt auch qualitativ ein, dass
es bei nur sehr geringer Besetzung der Niveaus gleichgultig ist, ob diese beliebig
haufig (BE) oder nur mit zwei Teilchen (FD) besetzt sein durfen: Wenn im Mittel
weniger als jedes millionste Niveau Uberhaupt besetzt ist, wie dies in
TRANSL-2.2 fur die Translationszustande gezeigt wird, so kann sich die Bese-
tzungsbeschrankung der FD-Statistik gar nicht auswirken, da sogar Doppelbe-
setzung nicht vorkommt. Deshalb konvergieren alle drei Statistiken bei normalen
Temperaturen.

_B(Ei - EJ)
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Die folgende Figur 4 zeigt die drei Verteilungsgesetze im Vergleich, wobei
(N//g) gegen (g —W)/KT aufgetragen ist. p ist das Chemische Potential. Der
Zusammenhang zwischen a und p ist wie folgt:
Auf S.17 haben wir den Multiplikator a eliminiert und ihn in der Folge nicht
mehr gebraucht. Seine Interpretation war bisher nicht nétig, wahrend 3 nach
wie vor der entscheidend wichtige Energieverteilmodul ist, 3 = 1/KT. Die der GI.
(2.8) auf S.17 folgende Formelzeile gibt den Zusammenhang (wir setzen a+1 —
a):

exp(-a) =N/Z da jaZ =3 exp(—Pg) ,oder

a =In(Z/N).
Aus GL.(3.7) und (3.8) erhalten wir
S=U/M)+kNInZ =(U/T) +kNIn(Z/N) +kKNInN , und
(0SION), , =KIn(Z/N) -~KNInN +kNInN =ka ;

nun ist aber auch

—(1/T) (OFION); ,, = (0S/ON),, \, (nach (3.7) und (3.10)).
Mit p: = (0F/0N); ,, ,demChemischen Potentialird daher

o =—WKT.

30 Figur 4 FD-, BE-, MB-Verteilungen

o\

(¢~ WYKT

Interpretation der Figur 4:
—-WwWkT also a wird auf der Abszisse der Fig.4 zu ¢/kT addiert. An der Stelle 0
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der Abszisse ist g = (fur alle T), was bei T = 0 (gestrichelte Gerade) bedeutet,
dass dann alle Zustande der FD-Verteilung bis zur obersten Grenze u voll auf-
gefullt sind. Man nennt diese Grenzenergie die Fermi-Energie oder das Fermi-
Niveau. Sie ist identisch mit dem Chemischen Potential! Eine detaillierte Her-
leitung der konkreten Ausdricke finden Sie in der Aufgabe 2.2 auf Anhang
ELECTRON. Bei hoherer Temperatur gehen die Teilchen auch in Zustande mit
€ > M (ausgezogene FD-Kurve) tber.

Die BE-Verteilung geht asymptotisch gegen « wenn die Energie g so klein wie
die systemcharakteristische Energie p wird. Das chemische Potential der Bo-
sonen muss deshalb im Gegensatz zur FD-Verteilung unterhalb aller Energie-
zustande liegen. Bei hinreichend tiefen Temperaturen gehen alle Bosonen in den
tiefsten Zustand des Systems und werden dort so stark konzentriert, dass eine
Art von Kondensation eintritt, wie wir fur superfluides Helium und fur die
Elektronen in Supraleitern beschrieben haben. Ubrigens erhalt man fur die
Temperatur des Phaseniibergangs (Il. Art) zu superfluidem “He (genannt
A-Ubergang wegen der wie ein umgekehrtes A aussehenden Diskontinuitat in der
spezifischen Warme C,(T)) fur He als ideales BE-Gas 3.14 K, in sehr guter
Ubereinstimmung mit dem Experiment. Die Korrektur fiir nichtideales Ver-
halten fuhrt zum exakten Wert 2.18 K (siehe D.A. McQuarrie, Statistical
Mechanics, Harper, New York, 1976, p. 176-177).

Die MB-Verteilung verlauft schliesslich als Funktion von (g —n)/kT etwa in der
Mitte der beiden Quantenstatistiken. Bei hohen Temperaturen konvergieren alle
drei Verteilungen. Dies beginnt etwa dann, wenn g >2u wesentlich populiert
werden und N/g; <£0.1 ist, also mindestens 10 mal mehr Zusténde als Teilchen
zur Verfugung stehen. Dies trifft fir alle chemischen Probleme bei Temperaturen
von > 10 K zu. Nur die Elektronen in Metallen muss man nach wie vor nach der
FD-Statistik behandeln. Dies gilt auch fur alle weiteren Falle von elektronischen
Entartungen, bei denen wir die FD-Statistik richtig anwenden, wenn wir das
Pauli-Prinzip beachten.

Damit haben wir die Verkehrsregeln der Natur fur die Handhabung der ver-
schiedenen Statistiken vollstandig behandelt. Sie finden weitere Anwendungen
dazu in ELECTRON-2.2, ferner in ROTATION-2.3,2.8.

Grenzen der Gultigkeit der MB-Statistik: Streng genommen ist die
MB-Statistik falsch! Fur fast alle Belange der praktischen Anwendung der
Statistischen Thermodynamik ist sie jedoch eine ausgezeichnete Naherung. Dies
ist sehr &hnlich zur Newton’schen klassischen Mechanik: Sie ist eigentlich falsch
und mausste Uberall durch die Relativitats- und Quantenmechanik ersetzt
werden. Bei hinreichend kleinen Geschwindigkeiten v << ¢ und bei hinreichend
grossen Systemen (Lange >10°m) ist sie jedoch eine ausgezeichnete Naherung.
Wir verstehen jetzt auch, weshalb wir die Translationszustandssumme durch
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den Faktor N!dividieren mussten. Da nur die FD- und BE-Statistiken exakt sind,
mussen wir die Mikrozustande der MB-Statistik so abz&éhlen, dass Permuta-
tionen unter identischen Teilchen nicht als neue Zustande gezahlt werden. Dies
geschieht naturlich nur einmal, namlich bei der Translationszustandssumme.
Fur die Zustandssummen der inneren Freiheitsgrade gilt hernach Unter-
scheidbarkeit, ausser wenn Symmetrien vorliegen. Diesen letzteren Fall haben
wir aber bereits richtig zu behandeln gelernt mit Hilfe der Symmetrielehre fur
das "Innere" von Molektlen und Kristallen, der Gruppentheorie, angewendet auf
die Quantenmechanik.
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9 Aufgaben

1. Aufgabe: zu Abschnitt 2.2
Wenn in einem abgeschlossenen System von N Oszillatoren Q Quanten zu verteilen
sind, entstehen fur jede Konfiguration k
(1) Wk :m Mikrozustande
Die Populationen N; sind charakteristisch fur die Konfiguration k. Man kénnte dies
mit einem Doppelindex N;, kennzeichnen.

N, Population des Energiezustands

N, Population des Energiezustands ,

etc.

Wie gross ist die Gesamtzahl der Mikrozustande, wenn uber alle moglichen
Konfigurationen summiert wird ?

Antwort:
+Q-1 +Q-1J_(N+Q-1)!
swe= S T S e

Herleitung ? Beispiel: N = 7; Q = 4. Man findet durch Abz&ahlen und mit (1) 5
Konfigurationen mit 7, 42, 21, 105 und 35 Mikrozustadnden. Deren Summe betragt:

+4-1 +4-1 10[9[8EV
o= T e

Ihr Verstandnis dieser Anleitung wird erheblich erleichtert, wenn Sie Ihre
Kenntnisse Uber "Kombinatorik" auffrischen (vgl. S.26-28 in "Formeln und
Tafeln", Mathematik-Physik, Orell Fussli, Zurich, 3.Auflg., 1984).
Benutzen Sie die Programme PART.PAS und PARTPLOT.PAS, um noch etwas
mehr Einblick in das Verhalten des Multinomialkoeffizienten (1) zu gewinnen.

2. Aufgabe: zu Abschnitt 2.2
Um zu zeigen, dass Gleichung (1) unabh&ngig von der Annahme gleicher Quanten
(oder anderer Objekte) gilt, ist folgendes Problem instruktiv: Wieviele Moglich-
keiten gibtes, aufeinem Schachbrett mit 8*8 Quadraten die schwarzen und weissen
Figuren zu verteilen ? Die Farbe der Quadrate wird nicht beachtet, jene der Figuren
aber wohl. Gleiche Figuren gleicher Farbe seien ununterscheidbar. Der Bestand
an zu verteilenden Objekten ist also:

schwarz: 1 Konig, 1 Dame; je 2 Turme, Laufer, Springer; 8 Bauern.

weiss : 1 Koénig, 1 Dame; je 2 Turme, Laufer, Springer; 8 Bauern.
Die Felder sind durch ihre Koordinaten unterscheidbar.
Zum vorherigen Beispiel ist
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ahnlich: Felder des Bretts Oszillatoren
Figuren verschiedene Quanten, von denen je
1,1,2,2,2,8 fur beide Farben nicht unters-
cheidbar sind.

unahnlich: Pro Feld kann nur eine Figur plaziert werden, wahrend normal-
erweise Oszillatoren mehrere Quanten aufnehmen kénnen.

3. Aufgabe: zu Abschnitt 2.3.1

Zeigen Sie mit Programm PART.EXE, dass die Populationen der Vorzugskonfi-
guration bei der Verteilung von 20 Quanten auf 20 Teilchen eine gute Anndherung
an eine Exponentialfunktion darstellen.

4. Aufgabe: zu Abschnitt 2.3.2

Zur LAGRANGE'schen "Multiplikatoren-Methode" zur Bestimmung von Extrema bei
Anwesenheit von Nebenbedingungen dient das folgende Beispiel:

Es sei f=xyz zu einem Maximum zu machen mit der Nebenbedingung

X+y+z=12
Geometrisch: Welcher Quader mit gegebener Summe von Lange x, Breite y, Hohe
z hat das grosste Volumen ? Wir fuhren die Nebenbedingung mit dem "Multiplik-
ator" a als weitere Variable in die zu maximierende Funktion ein:
F=f+ag=f(X,y,z,a) wobei g=x+y+z-12

2, e

Fy=xz+0(=0

Setze erste Ableitung =0 :

F,=xy+a=0

F,=x+y+z-12=0
Aus den ersten drei Gleichungen folgt
yz=xz [ x=Yy;

xz=xy 0O y=z 0O x=z 0O x=y=z
Einsetzen in die letzte Gleichung ergibt, dass der Kubus mit der Kantenlange 4 bei
der gegebenen Nebenbedingung maximalen Inhalt hat. Es ist hier unnétig, zu
prufen, ob das Extremum ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist. Das
Ausrechnenvona erubrigtsich ebenfalls. Beachten Sie, dass die Lagrange-Methode
die Losung sehr erleichtert, weil die Symmetrie der Gleichungen nicht zerstort
wird, wie es bei der Substitution einer der Variablen durch die Nebenbedingung
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geschieht: Lésen Sie diese Aufgabe ohne die Lagrange-Methode. Es gibt auf alle
Falle mehr Arbeit! Gelingt die Substitution einer Variablen aus einer Nebenbe-
dingung nicht, weil sich die Nebenbedingung nach keiner der Variablen auflosen
lasst, so bleibt nur die Lagrange-Methode zur Lésung des Extremalproblems. Dies
ist bei der Anwendung zum Auffinden der wahrscheinlichsten Verteilung in der
Statistischen Thermodynamik der Fall. Eine mathematische Herleitung der La-
grange-Methode findet man in P.W. Atkins, Physikalische Chemie, Verlag Chemie,
Weinheim, 1987, S. 535-536.

5. Aufgabe: zu Abschnitt 2.3.5

Spontaner Ausgleich der Temperaturen beim Mischen zweier Systeme mit vers-
chiedener Temperatur: BenUtzen Sie das Pascal-Programm TEMPAUSG (S. 21).
Verkleinern Sie die Probengrossen von 20 bzw. 10 gramm um den Faktor 1e-10 bis
le-22 sowie den Temperaturunterschied von 100/25 bis auf 1 °C, z.B. 46/45°C. Was
bedeuten die Resultate ? Ist das "Gesetz der grossen Zahlen" erkennbar ? Sind die
Schwankungen von der erwarteten Grosse ?

6. Aufgabe: zu Abschnitt 2.3.5

Unter Benutzung des Pascal-Programms STATMECH sind die folgenden Fragen
zu beantworten:

a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem System aus 2000 Teilchen,
von denen im thermischen Gleichgewicht jedes im Mittel 1 Schwingungsquant
besitzt, eine Temperaturdifferenz von 10 K zwischen den beiden Halften von je
1000 Teilchen spontan auftritt ? Setzen Sie dabei wie im Programm voraus, dass
ein Quant die Energie von v=190 [cm™] besitzt (entspricht der mittleren Fre-
guenz eines Pd-Atoms im Metall).

b) Wie verandert sich diese Wahrscheinlichkeit als Funktion der Grisse des
Systems ? Extrapolieren Sie tiber 10* 10°,... schliesslich auf 1 Mol.

c) Wie verandern sich die Wahrscheinlichkeiten, wenn die Energie pro Quant
verdoppelt oder halbiert wird ? Sie mussen dazu die Konstante v am Anfang des
Programms mit einem Editor &ndern und wieder compilieren, einfach RUN<cr>in
TURBO-Pascal.

d) Im Teilchen-Quanten-Modell des Programms sollten Sie mehrere Falle des
Temperaturausgleichs ausprobieren und sich jeweils die Daten der beiden Aus-
gangssysteme sowie die Endtemperaturen aufschreiben. Wieso entspricht die
Ausgleichstemperatur nicht genau dem gewichteten Mittel (dem arithmetischen
Mittel bei gleicher Teilchenzahl) der Systeme ?
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7. Aufgabe: zu Abschnitt 2.3.6

Studieren Sie mit dem Programm STATEQU.PAS die folgenden vier Falle einer
Isomerisierungsreaktion: Frequenzen und Energieunterschied sind in cm™ ange-
geben. Wellenzahlen v stehen in der folgenden Relation zu Energieeinheiten: € =
hv=hc/A=hcv.

Nr. | Isomer a Isomer b A€

1) 400 cm™ 150 cm™ +300 cm™
2) 400 150 - 300

3) 200 450 + 300

4) 200 450 - 300

8. Aufgabe: zu Kapitel 4/5

Studieren Sie jetzt die Beispiele und Anwendungen
TRANSLATION 1,2.1-2.8
ROTATION 1,2.1-2.7,29
VIBRATION 1,2.1-2.6

Losen Sie analoge Beispiele eigener Wahl.

9. Aufgabe: zu Kapitel 6
Mit Hilfe der Programme STAX2.PAS oder STAX2.MCD kann eine grosse Zahl
einfacher Gasgleichgewichte zwischen Atomen und zweiatomigen Molekulen ber-
echnet werden. Die Gleichgewichtskonstante, Entropie und Freie Enthal-
pie-Funktion sollen im Temperaturbereich 200-2000 K fur die folgenden Reak-
tionen berechnet und anschliessend mit der Literatur verglichen werden:

H, + ClI,, oder Br,, oder I,

gleiche Reaktionen mit D,

Li, + Na, zu LiNa

Interhalogenreaktionen, z.B. I, + Cl, zu ICI und analoge mit F,CI,Br,I
Wahlen Sie die Beispiele aus, die Sie interessieren.

10. Aufgabe: zu Abschnitt 6

Mit den MathCad Programmen aus dem Verzeichnis \THERMO kénnen Gas-
gleichgewichte zwischen 2- bis 10-atomigen Molektilen berechnet werden, wenn
dazu in Tabellenwerken die Schwingungsfrequenzen, Bildungsenthalpien und
Strukturparameter gefunden werden. Berechnen Sie Gleichgewichte, die mind-
estens ein 3- bis 8-atomiges Molekul enthalt, damit Sie die Leistungsfahigkeit der
Methode beurteilen konnen. Entropie, Freie Enthalpie-Funktion und die
Gleichgewichtskonstante sollen im Temperaturbereich 200-2000 K berechnet und
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anschliessend mit der Literatur verglichen werden. Sie werden erkennen, dass die
Abweichung meist weniger als 0.1 kcal/mol betragt. Ist sie grosser, so ist haufig
der experimentelle Wert unzuverlassig!

Beispiele:
N,+3H, o 2 NH, CO+2H, - CH,OH )
2NO+Cl, 2 NOCI CH,NC - CH.CN
2CO+0, - 2 CO, S0,+050, - SO,
C,H,+H, = C,Hs ) CH,Br + NH,; - CH.;NH, + HBr ")

") Systeme, bei denen eine oder mehrere interne, gehinderte Rotation(en) als weitere
Freiheitsgrade auftreten, sind etwas schwieriger. Sie konnen die thermodyna-
mischen Funktionen mit ROTBAR.MCD bestimmen. Datensatze sind fur CH,OH,
CH,;SH, CH;NH,, CH,;CH; und CH;OCH,; im Verzeichnis \THERMO enthalten.

11. Aufgabe: zu Abschnitt 7
ROTATION-2.8, VIBRATION-2.7, 2.8, ELECTRON 1,2.1-2.3

In den Anhangen TRANSL, ROTATION und VIBRATIO wird in die Mehrzahl der
Programme dieser Sammlung eingefuhrt. Deren Ausfiihrung ist entscheidend fur
das Verstandnis der Statistischen Thermodynamik! Wenn Sie sich nach
Ausfihrung der MathCad-Programme je einen Ausdruck auf lhrem Drucker
machen und diesen der Anleitung beifuigen, so haben Sie eine erheblich bereicherte
Einfihrung in das Thema. Besonders wirksam ist es naturlich, wenn Sie mit den
MathCad-Programmen arbeiten. Andern Sie die Inputdaten ab, erweitern Sie z.B.
den Temperaturbereich usw., um zu sehen, wie die Resultate daruf reagieren. Dann
machen Sie vollen Gebrauch von der nutzlichen Eigenschaft von MathCad, dass
die mathematische Beschreibung immer wieder mit neuen Daten gefuttert und
damit hinterfragt werden kann.
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1 Translation von Molektlen; Translationsenergie

Beobachtung: Keine direkte spektroskopische Beobachtung
Beugungserscheinungen mit H, He, H,, Ne, Ar Teilchen
Streuexperimente an und mit Molekularstrahlen
Makroskopische Erscheinungen: Zustandsgleichung, Diffusion,
Effusion, (BROWN’'sche Bewegung), barometrische Dichtevertei-
lung, Geschwindigkeitsverteilung, Schallausbreitung in Gasen,
Volumenarbeit, Druckwirkung

Information: Teilchenmasse, mittlere kinetische Energie (T)

Beschreibung: Bewegung des Schwerpunkts = Massenpunkt. Zur Ortsangabe
sind drei Koordinaten notig = drei Freiheitsgrade.

Klassisch:  Kinetische Energie eines Teilchens der Masse m

1 2 1 2 2 2
E=—mu =—-m(u, +u, +u
2 2 (X Yy Z)

u,, Uy, U, und u sind kontinuierliche Variable.
Quantenmechanisch: (Herleitung in 2.6) Eine molekulare Partikel, die in einem
Gefass eingeschlossen ist, kann nur diskrete Zustande der kinetischen Energie
annehmen. Das Gefass sei quaderformig mit den Langen: L,, L, L,. Dann ist die
stehende Materiewelle eines in x-Richtung fliegenden Teilchens durch die DE
BROGLIE-Wellenlange
h 2
A =—=—L, n=12...
mu, n,
gekennzeichnet; die kinetische Energie wird
_mLf_mquZ_ih_znz_ h? 2
strans,x_ 2 - 2m _2m4|_X2 x_8mLX2 X

und die Zustandssumme ftr einen Freiheitsgrad und 1 Teilchen:

2

h ZD T —yn2 1 Tt
n, = e d :—'\/—
Ztransx Z p}8mLXkT 0 nLO n 2 y

X

h2
8mLXKT

mit y:=
1 _ (2 kD”
Ztrans X h X

Fur drei Translationsfreiheitsgrade bekommt man durch multiplikative
Verknupfung der unabhangigen x, y und z Bewegungen:

Ztrans Ztr X Eztr Y Eztr z M M

h®
Fur N Teilchen schliesslich

LL,L,= \%
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1 _,
Ztrans = m (Ztrans) .

Wie in 5.2 und Abschnitt 7 ausgefuhrt wird, verhalten sich Molektle (Atome) eines
Gases nicht so, dass man sie als Individuen markieren kdnnte. Dazu musste jedes
Teilchen im Raum lokalisiert (wie die Gitterbausteine eines Kristalls), oder seine
Flugbahn dauernd verfolgt werden kdnnen. Da jedes mikroskopische Teilchen
durch eine Materiewelle beschrieben wird, wie wir es oben mit den Teilchen in
einem quaderformigen Volumen gemacht haben, so sind hichstens Wahrschein-
lichkeitsaussagen Uber den Ort eines Teilchens und keinesfalls solche Uber den
Ort eines bestimmten Teilchens mdoglich. Das individualisierende Adjektiv
"bestimmt” ist sinnlos. Deshalb gehdren alle N! Mdoglichkeiten, N Individuen auf
N verschiedene Quantenzustéande zu verteilen, einem einzigen Zustand an. Die
Translationszustandssumme flr N in einem Volumen V eingeschlossene ideale
Gasteilchen muss deshalb um den Faktor N! verkleinert werden:

_(mkTn)™? 1 [2mm kT[%N’ZVN

rans N!th _WD hz H
3N, [12mmkT[O
InZ,,..=-InN! +7InE)T%+ NInV

Um von der Quaderform des angenommenen Volumens frei zu werden, kann man
sichvorstellen, dass jedes beliebig geformte Volumen durch infinitesimale kubische
Volumenelemente dxdydz angendhert wird. Die Integration der Schrodin-
ger-Gleichung in einem beliebigen Volumen ist nicht grundsatzlich anders als jene,
die in 2.6 hergeleitet wird.
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2 Translationszustande: Probleme, Anwendungen
2.1 Zustandsgleichung eines Gases

2.1.1: Bestimmen Sie den Druck eines idealen Gases mit Hilfe der translato-
rischen Zustandssumme.
Vorbereitung:
Wir erinnern uns, dass (Kapitel 3 im StatManual)
F:=U-TS mit dU=TdS-pdV O

dF = TdS- pdV - TdS- SdT= -pdV - SdT

DadF ein totales Differential ist, heisst dieser Ausdruck auch

F F o
dF—%ﬁdv+%adT = _pdv-sdT
-5
Vo

—%ﬁ:mﬁ%ﬁ mit (3.10)

Losung:

=kT 9 D—Ian+3—NI EIZME+NInVE
S avi 2 h?2 0

Falls N, = Avogadro’s Konstante, ist KN, = R; N = nN,; n = Anzahl Mole
Ausfihrung der Differentiation betrifft nur den dritten Term in der Klammer,
wodurch man erhalt:
_NKT_nNKT nRT
Y
also die ideale Gasgleichung, die nun als Zustandsgleichung hergeleitet worden
ist.
2.1.2: Durch ndherungsweisen Einbezug attraktiver Wechselwirkungen und des
Eigenvolumens der Molekule kann man die folgende Zustandssumme des realen
Gases herleiten:

oder pV=nRT

v 1 [@2mmkTgY v DaN20
— - O
1 A s B S Ve

Bestimmen Sie auf die gleiche Weise wie in 2.1.1 die Zustandsgleichung und
identifizieren Sie die Rolle der Konstanten a,b sowie der Terme der Zustands-
summe rechts vom Ausdruck fur das ideale Gas.
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2.2 Anzahl der Translationszustande
Fuhren Sie das Programm ANZUST.MCD im Verzeichnis \MCD aus.

2.3 U und C, fur Translation allein
Wie gross ist die "innere" Energie U eines Mols eines idealen Gases (nur

Translationsanteil) ? Wie gross ist die molare spezifische Warme bei konstantem
Volumen ?

Losung: Mit (4.1) erhalt man

InZ 3N . [2mmkd 3N O
=KkNT? ﬁa— kT B—I N!+—In D—D+—I T+NInVvQ
Urans = T a A N e 2 " "y

3kNT 3

- 2 NRT  wie beobachtet. Mit N =nN,

C, = H?#a = gn R wie an einatomigen Gasen beobachtet

2.4 Translationsentropie
Wie gross ist die Translationsentropie ?

Losung:
3N, [2rmk[] 3N 00
TB—InNI+—I D—D+—InT+NInVD
Stans = @%a aTH 2 '0h 0 2 g
[2rmk[]
:k%—lan+3—Nl D—ZD 3NInT+3—N+NInVD
0 2 h 2 2 D

Far InN! leiten wir die fur sehr grosse N gute Naherung von Stirling her:

N ¢ N
INN!'= Y Inv=| Invdv=[vinv-v]y=NINN-N+1=NInN-N
v=1

J1

Damit wird
[2rmk T
S =kENInN + NN 3N NN InvH
] 2 2 h N
NK,T
Da ferner NInV=N In% mit K, =% dim[R] = [cm’atmK™'mol™]
|:| 2T|]..n k 3/2 T5/2

wird Sians = kDSI\I NIn D& und da kN=nR

0 g2 O h

2T|In k 3/2 T5/2
Srans = nR?‘*_I D% ( Sackur und Tetrode 1912 )
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Fasst man die Konstanten in geschweiften Klammern zusammen, so erhalt man:
U5 mk 0°R, OO

Srans—nR%Inm+§lnT Inp+D—+|n Déf &DED

P 2 O N, DED

Im Programm KONST.MCD werden dlese und einige andere, immer wieder-
kehrende, Konstanten erklartund fur verschiedene Einheitensysteme numerisch
angegeben.

Molare Translationsentropie (Konstanten in einem Term):

Sians = R@In m +gInT —Inp- 1.164855@ dim[S] =dim[R]
Molare Standard Translationsentropie: ideales Gas bei p = 1 atm,

S = R@In m +gInT - 1.164855@.

Mit dieser Formel werden im Programm STRANS.MCD fur alle Edelgase in
einem Schritt die molaren Standardentropien bei sechs verschiedenen Tem-
peraturen ausgerechnet und fur einige Werte mit der Literatur verglichen.

2.5 Herleitung eines Integrals

Zu zeigen ist, dass
( _yX2 :}v_
l e " dx 2Vy

Losung:
Wir quadrieren:

o] o] o]

A’= l e_yxzdx l e—yyzdy = l l e_y(X2+y2)dXdy

Transformiere auf Polarkoordinaten:
r’=x’+y’; dxdy - rdrdg;

bedenke, dass das Doppelintegral nur Uber den 1. Quadranten geht:

A= l eV ’rdr l d(ngl eV ’rdr

Substituiere t:=r% dt=2rdr

o]

2 T oovigp = WAL v 2 IO ZEVE
A 4le dt ET @)4\/, also A 2Vy
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2.6 Zustande des Teilchens im Kastenpotential

Leiten Sie die stationaren Zusténde des Teilchens in einem linearen Kastenpo-
tential her; verallgemeinern Sie die Resultate auf den 2-D und 3-D Fall.

Losung: Lineares Kastenpotential:

Stationdre Materiewellen mussen bei x=0 und x=L einen Knoten haben, da die
Wande bei hinreichend tiefem Kasten fur die Teilchen undurchlassig sind. Wir
stellen hier eine anschauliche Herleitung mit Hilfe der Beziehung von DE BROGLIE
vor, dadie quantenmechanisch vollstandige Behandlung in anderen VVorlesungen
stattfindet.

Saltenmﬂdell einer eindimensionalen Materiewelle

""""""""" i :"'"'"'"'"'""_:""Scl-.wlngungskncufen
: y - ab

|’-‘|M|:-I itudenfunkt |-:-nen ! 11_ I]_

0 ISR 2L n = 1{1)eo
harmonische Grund- und ODertine @n@mg

Teilchen im linearen Kasten hat [x = &k i

E,] n
' - hw 2 h E

de Droglie Welle: L R T
3 ]

mzlfz | ﬂzhz 2 h - °F 45_2

ST am T amE T

=)
=
Mo
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a) b)

nx=2 ny=1 Ny=2 ny:1 nz=1

Me=1 ny=1 nx=1"ny=1 n;=1

Beim zwei- und dreidimensionalen
Kasten fuhrt die analoge Herleitung
zuunabh&ngigen Bewegungeninx,y
bzw. in x,y,z (dies wird bei S.R. La-
Paglia, Introductory Quantum
Chemistry, Haper & Row, New York,
1971, p.75-76, streng bewiesen). Es
gibt dann zwei bzw. drei Randbe-
dingungen fur die harmonischen
Wellen, also zwei bzw. drei
Quantenzahlen n,, n, bzw. n,, n,, n,,
was wir in 2.2 bereits benutzt
hatten.- Bei nebenstehender Figur
sind unter a) Wahrscheinlichkeits-
dichten einiger Zustande fur den
2-D, unter b) solche fir einen
3-D-Kasten gezeichnet.

2.7 Verteillungsgesetz des Geschwindigkeits-Betrags
Wie lautet das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz in einem idealen Gas im

thermischen Gleichgewicht?

Losung:

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit w(u)du daftr, dass der Betrag der Ge-
schwindigkeit eines Teilchens zwischen u und u+du liegt? Da die Richtung von
U beliebig sein kann, gibt es viele Quantenzustande, fuir welche u innerhalb der
genannten Grenzen liegt. lhre Zahl sei pdu. Ist diese bekannt, so folgt fur die

gesuchte Wahrscheinlichkeit:
pdu

1
r

w(u)du =

Nun ist aber

E(u)—m_uz—h_zmnxg
- Z_Bm%ih]

Diese Quantenzustande kann man sich als

2
[e mu /2de u

On, O On, 50
020+0-00 n=12,..
OL, 0 O 00

Punkte in einem dreidimensionalen

rechtwinkligen Koordinatensystem ¢,n,{ vorstellen mit

E_nX. _ny.
_LX, r]_Lyl

n,

szz

Da die n; ganzzahlig sind, so sind die Abstande benachbarter Punkte in diesem

"Phasenraum"
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in & —Richtung Li in n—Richtung Li in  { —Richtung Ll

X y z

weshalb auf das Volumen des Phasenraums
1 1 1 1
L LTV
geradeein Quantenzustand kommt.

Die Bildpunkte der Quantenzustande im Phasenraum, fur welche der Betrag der
Geschwindigkeit gerade u ware, liegen auf einer Kugel mit dem Radius p vgl.
Figur (in welcher R stattp; n, statt¢; n, stattn; n, statt( ):

mu? h?

_ _h_z 2,2, 720_ N
€(U)—T—8m[5 +1 +Z]_8mp

p2252+n2+zz

und somit folgt der Kugelradius p :2rrr]1_u :

Die Bildpunkte der Quantenzustande
mit Geschwindigkeiten des Teilchens
zwischen u und u+du liegen im Volumen
der Kugelschale:
4m?u® 2m 8m3u?
4ATp°dp = 41 " Bzhfdu:4n e du
Weil aber nur positive Quantenzahlen

vorkommen, entsprechen nur diejenigen
Bildpunkte wirklichen Quanten-
zustdnden, die sich im gezeichneten
Oktantenmit & >0,n >0, { >0 befinden;

—= >
"

n,'/v Abzihlen der Anzahl g der Quantenzustinde aISO ISt die geSUChte Zahl von Quanten-
zustanden
01 _, 8mudu[ 1 4rm°u’®
du=FMHMT——7— =V [———du
Pau=lg h? E@W@ he

Die erste Klammer enthélt das Volumen des Phasenraums, in dem die gesuchten
Bildpunkte liegen; die zweite teilt dieses Volumen durch dasjenige, in dem ein
Bildpunkt vorkommt. Daraus folgt jetzt mit der ersten Gleichung oben:
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1. 4miu? _,,
W(u)du:—lvTe TGy

he armiu?
" @k A

m ? 212k
_ 2 . —-mu/2kT
w(u)du—4n@2— ITﬁjue du

das Maxwell’'sche Verteilungsgesetz fur den Betrag der Geschwindigkeit in
Ubereinstimmung mit der Erfahrung.

Zeichnen Sie diese Funktion mit dem Programm MAX.MCD fur verschiedene
Massen und Temperaturen auf, z.B. fur Argon und den Temperaturbereich 300
<=T <=2200 K.

Kenngrossen:
Haufigste Geschwindigkeit: Maximum von w(u), also dw/du = 0:
2kT
u, =/ —
m

Mittlere Geschwindigkeit:

<u >:j i u HN(U)du:ka—T
u=0 mm

Mittleres Geschwindigkeitsquadrat:

u=

<u2>=j UZDN(u)duzﬁT
0 m

Diese drei Kenngrossen sind in eine der erzeugten Verteilungskurven einzu-

tragen.
Der Beitrag der Translationsenergie zur inneren Energie U ist
m<u’> 3
U=N—-——"=-NkT
2 2

und far 1 mol :gzgRT

in Ubereinstimmung mit der Beobachtung und dem Resultat bei direkter An-
wendung der Zustandssumme, siehe 2.3.

2.8 Verteilungsgesetz der Geschwindigkeit

Maxwell's Verteilungsgesetz fur die Geschwindigkeit eines idealen Gasmolekdls:
Wir Dbetrachten jetzt eine andere fundamentale Verteilung, die in den
Lehrbuchern selten gezeigt wird, obwohl sie einfacher und mindestens so in-
teressant ist wie die vorhergehende. Wie sind die Komponenten der Geschwin-
digkeitsvektoren verteilt ?

Der Mittelwert jeder Vektorgriosse eines Gasteilchens kann nattrlich Null gesetzt
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werden durch Subtrahieren des entsprechenden Werts flir den Schwerpunkt des
Systems. Daraus folgt, dass der Mittelwert jeder Geschwindigkeitskomponente
Vv,,Vy,V, einzeln verschwindet und dass im kraftefreien Raum die Verteilung um
den Nullpunkt symmetrisch sein muss. Aquivalent dazu ist die Aussage, die
Verteilung sei unabhangig vom Radiusvektor. Man sieht leicht ein, dass von der
vorhergehenden Herleitung alles gultig bleibt mit Ausnahme der Integration
tber die Kugel 4mu?. Somit wird das Verteilungsgesetz:

2
c_H M -mVAI2KT g
G(V)dV = @mg e dv

Fur eine einzelne Komponente kénnen wir dies leicht nach der folgenden Formel

aufzeichnen:
2
m -m/2kT ..
P(v,) = @ZT[TTQJ e und ebenso fiv,, v,

also die Gauss'sche Glockenkurve. Der wahrscheinlichste Wert fur jede Ge-
schwindigkeitskomponente ist Null. Nach der Verteilungsfunktion fiir den Betrag
der Geschwindigkeit ist es jedoch beliebig unwahrscheinlich, dass der Wert Null
bei endlicher Temperatur vorkommt. Daraus mussen wir folgern, dass der Fall,
bei dem alle drei Geschwindigkeitskomponenten gleichzeitig prazis Null sind,
nicht vorkommt. Zeichnen Sie auch diese Gauss’sche Fehlerfunktion fur einige
Temperaturen auf. Wie gross ist die Halbwertsbreite der Verteilungen und deren
Temperaturabhangigkeit ? Wie heisst diese Grosse in der Fehlerrechnung?

Die nachste Frage, die man hier anknupfen kdnnte, betrifft die Veranderung der
Verteilung durch ein dusseres Kraftfeld, z.B. ein Gravitationsfeld in z-Richtung.
Die mathematische Behandlung dieses Problems ist in der Literatur, Kapitel 8,
nachzuschauen. Sie wird im Programmpaket GASSIM des Autors demonstriert
und erklart. Die modellierte barometrische Verteilung in einer isothermen At-
mosphare ist die Projektion der Boltzmann-Verteilung der Translation auf die
z-Achse. Da ein Exponentialgesetz der Form

mgz

N(z) =N(0)e "

herauskommt und mit dem barometrischen Hohenmesser auch bestatigt werden
kann, ist dies die einfachste Erlebnismoglichkeit der Boltzmann-Verteilung !
Die wirkliche Atmosphare ist freilich naherungsweise adiabatisch, weshalb sie
mit zunehmender Hoéhe (in der Troposphare) kalter wird. Die Wettererschei-
nungen sorgen aber dafur, dass gelegentlich bis Gber 3000 m hinauf nahezu
gleiche Temperatur herrscht. Ferner lasst sich die barometrische Ablesung
naturlich mit der Gleichung des lIdealen Gases leicht auf die gleiche Referenz-
temperatur umrechnen, wodurch das eben gegebene Gesetz unter der Annahme
der Isothermie verifiziert werden kann.



ANHANG Rotation i

Inhaltsverzeichnis

1 Rotation von Molekllen; Rotationsenergie ..........cccocoovvviiiiniiiiinnnenes

2 Rotationszustande: Probleme, Anwendungen ............ccccceevevviinneeen.
2.1 Die drei aquivalenten Rotationsachsen von CX, .........ccccevvvvviiiiinnnnns
2.2 Die drei verschiedenen Hauptachsen von H,O .............ccoooeiiiiiiiinnnns
2.3 Das Tragheitsmoment des HCI MoleKkUls ........ccccoovvviiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnns

4 NHg;, ein symmetrischer Kreisel ...........iiiiiiiiiiiein,

.5 Rotationsentropie des gasformigen H,O ...,

.6 Das Rotationsspektrum von HCI ...,

.7 Herleitung der Hochtemperatur-Rotationszustandssumme ............

.8 Grosse Rotationskonstante: Aufsummieren der Zustandssumme ...

9

2
2
2
2
2
2.9 Die Herleitung der quantenmechanischen Rotationszustande .......



ANHANG Rotation 1

1 Rotation von Molekiilen; Rotationsenergie

Beobachtung: Mikrowellenspektrum (Gas): Reine Rotation (Dipolmolekule)
Ramanspektren (Gas): Reine Rotation (ohne Dipol)
Raman-, Infrarotspektren: Rotation-Schwingung
Elektronenspektren (Gas): Rovibronische Ubergange
Spezifische Warme: Rotationsanteil

Information: Haupttragheitsmomente - Massenverteilung im Molekul -
sehr genaue Strukturparameter

Beschreibung:

Haupttragheitsmomente und Rotationsachsen (Hauptachsen):
Rotationsachsen x,y,z (max. drei Freiheitsgrade)

S Schwerpunkt; Koordinaten aus der Bedingung
Smx =3 my=3mz=0

(die Summe aller Drehmomente verschwindet)
Haupttragheitsmomente I,,, I,,, I,, mit

l,= > mr,r, etc

wobei r, Abstand der Masse m; von der x-Achse
etc. Die Haupttragheitsmomente sind durch eine
Hauptachsentransformation (sic!) so gewahlt
worden, dass Mischprodukte der Koordinaten-
achsen verschwinden, z.B. I,, = 0 etc.

Molekulare Rotatoren: Beispiel
asymmetrischer Kreisel: Lo # 1y # 1, H,O
symmetrischer Kreisel : Lo =1y Z 1, NH,
linearer Rotor L« = lyys 1,=0 CO,
sphéarischer Kreisel L = 1y =1, CH,

Energie der Rotation: Starre Rotatoren: Nur kinetische Energie!
Klassisch (1 Achse) :

m,_m 2_1
= — = — _|
e=-u 2(rco) =5l

W =21V Kreisfrequenz, beliebige Werte

Quantenmechanisch: Periodische Bewegung — Rotationsquanten
h2
"2
Multiplizitat jedes Quantenzustands: 2J+1 (wie atomare s,p,d,f,g...Zusténde,
welche je 21+1 Drehimpulseigenzustidnde = Rotationszustdnde des Elektrons um

den schweren Kern symbolisieren. Die J-Quantenzahl entspricht der I-Quanten-
zahl).

g, JJ+1) mit J=0,1,2,... Rotationsquantenzahl
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Rotationsniveaus: Rotationsubergange:
h2
E T3 As:£J+1—£J:E[(J+1)(J+2)—J(J+1)]
12 4 3 (7)
hZ
=—J+21)=hv
h? /21 |

A v=%(J+1) [Hz] =2BJ+1) [cmT]

(5)

| Afip = Dy, B Rotationskonstantedim[cm™]
241 (3)

Rotationszustandssumme:

010 (1) linearer Rotor: (Herleitung in 2.7)
J— £yKT _ 21kT
() Multiplizitat Zy=20(2)+1e " = o (T >80K)

o0 Symmetriezahl
Z fur den asymmetrischen Kreisel:

2
Zrot = % (2T[I xxI yylzz)ﬂ2 (kT)glz (T > SOK)

mit den Rotationskonstanten A, B, C dim[cm™] je fiir die drei Hauptachsen. Mit
diesen erhalt man den aquivalenten Ausdruck:

2
Zo= % @E—IE (WABC)"  mit k/hc =1/1.438768&m ‘K™

o = Symmetriezahl ist die Anzahl der nicht unterscheidbaren Stellungen, in
welche ein Molekul durch starre Rotationen gebracht werden kann. Bei einem
homonuklearen zweiatomigen Molekul ist o = 2, weil das Molekul von seiner um
180° gedrehten Kopie nicht unterschieden werden kann. Bei einem heteroatomaren
zweiatomigen Molekdl ist 0 = 1. Etwas schwieriger sind die Symmetriezahlen
polyatomarer Molekule zu bestimmen. Sie hdngen von den Symmetrieelementen
der starren Punktgruppe ab. In den C,,,,, Gruppen ist ¢ = n. In den D,,4,-Gruppen
ist 0 = 2*n, bei T, 0 = 12 (jede der vier Ecken des Tetraeders kann einmal oben,
und dann jede der drei Kanten einmal vorne sein = 12 nicht unterscheidbare
Stellungen); analog ist bei bei O,, 0 = 24. Division durch diese Zahlen muss aus dem
gleichen Grund eingefuhrt werden wie bei der Translationszustandssumme Divi-
sion durch N!. Die durch Symmetrieoperationen verknupften Stellungen der
Molekdle sind nicht unterscheidbar, sodass die dadurch erzeugten Mikrozustande
nur als ein Makrozustand = Konfiguration zahlen.
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2 Rotationszustande: Probleme, Anwendungen
2.1 Die drei &quivalenten Rotationsachsen von CX,

Zeichnen Sie die drei aquivalenten Rotationsachsen des sphéarischen Kreisels CX,
in das Molekulgerust ein.

Losung: CX,:
z X,y,Z sind die drei aquivalenten
C,-Achsen. Der Schwerpunkt liegt
Im Zentrum des Kubus.
y IXX = Iyy = IZZ
X~

2.2 Die drei verschiedenen Hauptachsen von H,O

Zeichnen Sie die drei verschiedenen Hauptachsen in das Gerust des H,O-Mo-
lektls ein und bestimmen Sie die drei Haupttragheitsmomente.
Ldésung: doy = 95.84 pm;

OHOH = 104.45°%;

C,, Molekdl;

Ebene (y,z)

{ ,
18" o o,

H,O:

Die Rechnung wird mit allen Einzelheiten im MathCad-Programm IN-
ERTH20.MCD vorgefuhrt.

2.3 Das Tragheitsmoment des HCI Molekdls

Fuhren Sie das analoge Programm INERTHCI.MCD aus.
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2.4 NH;, ein symmetrischer Kreisel
Zeigen Sie, dass NH; ein symmetrischer Kreisel ist.

Losung:

Zu beweisen: 1, =1, (# 1,,); wir wahlen die C;-Achse als z-Achse. Der Schwerpunkt
liegt wegen der C,,-Symmetrie auf der z-Achse. Der NH;-Kreisel ist symmetrisch,
wenn eine Rotationsachse senkrecht zu z unabhéangig von deren Lage Uber dem
Dreieck der drei H-Atome immer das gleiche Tragheitsmoment ergibt.

Zur folgenden Figur: Die Rotationsachse geht durch den Schwerpunkt, der ob-
erhalb der gezeichneten x,y-Ebene liegen soll. Der senkrechte Abstand der H,,
H,, H; zur gewéhlten Drehachse ist je gleich gross. Wir mussen deshalb nur die
Projektionen der Abstande zur Achse in der x,y-Ebene, also r, r,, r; betrachten.

Zu beweisen: rZ+r2+r2Zf(@) Anfangskoordinaten mit¢ =0 :

x |y
H;| v3| 0.5
2
2
Hl 0 'l

Statt die Achse zu drehen, bewegen wir das Polygon um die z-Achse und halten
die senkrechte Projektion der Drehachse z.B. auf der y-Achse fixiert. Die Summe
der Quadrate der x-Koordinaten muss dann vom Drehwinkel unabhangig sein,
damit der Kreisel symmetrisch ist. Das MathCad-Programm SYMTOP.MCD
erledigt diese Aufgabe gerade fur alle regularen Polygone, also alle molekularen
Symmetriegruppen C iy, Dun-

Die Symmetriegruppen mit n = 1,2 geben asymmetrische, z.B. H,0, C,H,, alle n
> 2 symmetrische Kreisel.

2.5 Rotationsentropie des gasformigen H,O
Im Programm ROTH20.MCD werden alle erforderlichen Rechenschritte gezeigt.

2.6 Das Rotationsspektrum von HCI
Dieses wird mit dem Programm ROTHCI.MCD berechnet.
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2.7 Herleitung der Hochtemperatur-Rotationszustandssumme
Versuchen Sie, die Hochtemperatur-Rotationszustandssumme herzuleiten.

Losung:
12 -BJQ +DhokT
== > (2+1e
Zy=7 3 (23+1)
Fur grosse Jwird J als kontinuierliche Variable angesehen und die Summe durch
ein Integral ersetzt:
_Bhc_©

fro = T T

Qlk

l(ZJ +1)e04 gy b

Substituiere z=J(3+1)  dz=(+1dJ+JdJI=(2] +1)dJ

o]

kT _12kT

17 ., 1
== =— [ = - =
Zro ol e dz bo Zro oBhc o R?

Die folgenden MathCad-Programme zeigen verschiedene Systeme und erlauben
es, u.a. die Qualitat der Rotationszustandssumme durch Integration mit jener
durch korrekte Summenbildung zu vergleichen:

HTROTHCI.MCD HTROF2C.MCD HTROTI2.MCD
HTROHCIC.MCD HTROTCI2.MCD

Die Integralform kann durch eine einfache additive Konstante auch bei tiefen
Temperaturen in praktisch vollige Ubereinstimmung mit der exakten Form
gebracht werden. Wenn man die Zustandssumme mit dem Computer erzeugt, ist
es naturlich belanglos, ob man aufsummiert oder die fertige Integrallosung (die
klassische LOsung) einsetzt.

Am Schluss des Programms HTROHCIC.MCD und anderer wird die Popula-
tionsmatrix der Rotationszustande als Funktion der Temperatur dreidimen-
sional dargestellt. Die Summe der Ordinaten Uber jeden Schnitt in J-Richtung
iIst die Zustandssumme bei der betreffenden Temperatur, wie man durch
Vergleich mit ROTHCL.MCD sieht.

2.8 Grosse Rotationskonstante: Aufsummieren der Zustandssumme

Wenn B, die Rotationskonstante, gross ist (kleines 1), werden die Rotations-
guanten gross, so dass die Rotationswéarme selbst bei 300 K evt. noch nicht voll
"angeregt" ist. Gleichverteilung ist erreicht, wenn fur ein nicht lineares Molekl
C, = (3/2)R, fur ein lineares C, = R gemessen wird.

Abweichungen von diesem Wert sind vor allem fur H,, D, und HD beobachtet
worden. Bestimmen Sie die Rotationszustandssumme fur H, durch direkte
Summierung der Terme flr Temperaturen bis etwa 300 K. Bestimmen Sie die
spezifische Warme, innere Energie, Entropie und freie Energie flr die Rotation.
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Losung:
Mit der Rotationszustandssumme

th:l %(2\] + 1)e—J(J+1) oI
0o

wird fur H,-Molekule die im MathCad Programm CPH2.MCD gezeigte Rechnung
durchgefuhrt. Die Rotationskonstante B, stammt aus den Tabellen der schon
mehrfach zitierten Publikation von Huber und Herzberg (1979)

Da fur H, o = 2 gilt, ist nur jedes zweite Rotationsniveau erlaubt. Frage:

Ist die Reihe J=0,2,4,6 ... oder J=1,3,5,7 ... besetzt? Beide! aber...

Die Wellenfunktionen fir die Rotationszustdnde des zweiatomigen homonuk-
learen Molekils sind fur J = gerade symmetrisch, fir J = ungerade anti-
symmetrisch (wie atomare Zustande mit | = gerade, ungerade). Da das Proton
den Kernspin 1/2 h hat, istes ein Fermi-Dirac-Teilchen (wie das Elektron). Seine
Kern-Wellenfunkion: ¢ =y, W, Mmuss deshalb antisymmetrisch sein.

llJrot llJKernspin llJtot GeWiCht
para -H, symm. antisymm. (1{ - 1 1) [antisymm. 1
T
ortho-H, [antisymm. | symm. (1l +11) |antisymm. 3
Ll

Esgibt deshalb zwei Modifikationen des Wasserstoffs, die weder durch Stoss noch

durch optische Anregung (d.h. elektrische DipolUubergange) ineinander

uberfuhrbar sind. Die eine besetzt nur die ungeradzahligen Rotationszustande

(ortho-H,), die andere nur die geradzahligen (para-H,). Der Hochtemperatur-

wasserstoff (Rotationsenergie voll angeregt) besteht zu 1/4 aus p-H, und 3/4 o-H,

gemass den Quanten-Gewichten. Die beiden Zustandssummen sind verschieden.
p-H,: Z,, =1+ 5 exp(- 6 O/T) + 9 exp(-20 OIT) + 13 exp(-42 OIT) ...

J 0 2 4 6
o-H,: Z . =3 + 7 exp(-10 O/T) + 11 exp(-28 OIT) + 15 exp(-54 OIT) ...
J 1 3 5 7

Die Exponenten der ortho-Reihe sind absolut um 20 grésser als aus J(J+1)0O folgt,
weil der Energienullpunkt ftr o-H, auf J=1 zu beziehen ist.

1) Das Rechenprogramm CPH2.MCD summiert diese Terme fur p-H,, o-H, und
gewoOhnlichen H, (1/4 p-H, + 3/4 o-H,). Es wird anschliessend die spezifische
Warme C,,, fur funf Falle berechnet und gegen T aufgetragen. Alle diese Werte
konvergieren gegen die Hochtemperaturgrenze von R (fur zwei Rotationsfrei-
heitsgrade des linearen Molekdls), welche bei 320 K noch nicht ganz erreicht ist.
Die funf Kurven werden in CPH2.MCD mit Symbolen benannt, die folgende
Bedeutung haben:

a) Kurve "Cpg" mit héchstem Maximum bei ca. 50 K: Spezifische Rotationswarme
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("Rotationswarme") der sich bei jeder Temperatur einstellenden Gleichge-
wichtsmischung von o-/p-H,. Das hohe Maximum wird durch die bei 50 K am
starksten erfolgende Umwandlung von p- nach o-H, und die damit verbundene
Warmeaufnahme erzeugt, welche mit den Funktionen de und z berechnet wird.
Diese Kurve ist beobachtbar, wenn der Gasmischung ein Katalysator fur die
o-/p-Umwandlung zugesetzt wird.

b) Doppelkurve, die untere "Cpc" mit Messpunkten von Clusius & Hiller: Rota-
tionswarme von para-H, allein, der an der Gleichgewichtseinstellung durch
peinliche Entfernung aller Katalysatoren (Quartzwéande ohne paramagnetische
Verunreinigungen!) gehindert wird. Weil dies praktisch nicht vollstandig gelingt
("dangling bonds" an der Oberflache), hatten Clusius & Hiller nur einen ca. 95
%igen p-H, zur Verfigung. Die obere Kurve "Cpp" ist fur 100 %, die untere "Cpc"
far 95% berechnet.

c) Die nachste Kurve "Cpm" entspricht der Rotationswarme fur die Gleichge-
wichtshochtemperaturmischung 1:3 von p-/o-H,. Auch diese Kurve kann man
experimentell ermitteln, wenn man den gewdhnlichen Wasserstoff aus der Bombe
unter Vermeidung der o-/p-Umwandlung im Kalorimeter misst.

d) "Cpo": Rotationswarme von reinem o-H,. Diese Kurve lasst sich nicht messen,
weil es keine Bedingungen gibt, bei denen man reinen o-H, machen kann. Sie
lasst sich aber dadurch errechnen, dass man aus der experimentell bestimmten
Kurve "Cpm" 1/4 der experimentellen Werte "Cpp" mit 100 % p-H, bei jeder
Temperatur subtrahiert.

Analoge Messungen sind an H, (Proton: Fermion), D, (Deuteron: Boson, mit
CPD2.MCD nachvollziehbar) und T, (Triton: Fermion, mit CPT2.MCD zu ber-
echnen) ausgefuhrt und in bester Ubereinstimmung mit der Theorie gefunden
worden. Fur die richtige Voraussage dieser Sachverhalte mit Hilfe der von ihm
erfundenen Quantenmechanik hat 1932 WERNER HEISENBERG den Nobelpreis
bekommen! Das ganz andere Ergebnis fur das Boson D, das Sie mit CPD2.MCD
erhalten, zeigt den Unterschied zu den Fermionen Hund T.

Es ist ferner CPN2.MCD interessant, weil die viel gréssere Masse des Stick-
stoffatoms die durch die ortho- und para-Stickstoff Modifikationen ausgelésten
Phanomene in die untersten 20 K verschiebt, wo sie schwierig zu beobachten
sind.

Das Programm VP_OH2EX.MCD zeigt das Verhaltnis von o-H,/p-H, im
Gleichgewicht als Funktion der Temperatur. Das Gleichgewicht zwischen den
ortho-/para-Modifikationen lasst sich unter hohem Druck (A. EUCKEN) oder mit
Hilfe der paramagnetischen Zentren in Aktivkohle (K.F. BONHOEFFER UND P.
HARTECK) katalytisch einstellen. Daher ist die in diesem Programm berechnete
Kurve auch gemessen worden. Weil die spezifische Warme von p-H, in der Nahe
von 160 K fast 4 mal grosser ist als jene von 0-H, kann man die Anteile dieser
beiden Modifikationen leicht durch Warmeleitung (proportional Cp!) im Gas
bestimmen. Fast reinen p-H, gewinnt man durch Adsorption von Wasserstoff
unterhalb 20 K an Aktivkohle. Nach dem Desorbieren hat man reines p-H,-Gas,
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das lange haltbar ist, wenn man den Kontakt mit paramagnetischen Zentren
(freie Radikale) vermeidet. Mit Hilfe von magnetischer Dipolstrahlung kann man
die Kernspins umklappen, wodurch sich das o-/p-Gleichgewicht ebenfalls ein-
stellt.

2) Die Rechenprogramme ROTEL.PAS und ROTX2.PAS summieren die Terme
far p-H,, o-H,, gewéhnlichen H, (1/4 p-H, + 3/4 0-H,) und fur ein "H,"-Molekul",
das alle Rotationszustande besetzen wirde. Die Summe wird abgebrochen, wenn
der néchste Term <10° ist. Man wéhlt das Intervall der reduzierten Temperatur
T'=0/T, z.B. zwischen 0.1 und 2, was bei H,, bei dem T'=87.55/T ist, 875.5>T >
43.77 Kentspricht. Eswird anschliessend die spezifische Warme C,./R, die innere
Energie (U,-E,)/RT, die Entropie S,,/R und die freie Energie (F,-E,)/RT gra-
phisch dargestellt. ROTEL benutzt die reduzierte, ROTX2 die normale Tem-
peraturskala. Versuchen Sie, die Daten zu deuten.

ROTX2 erlaubt auch, fur andere zweiatomige Molekiile den Rotationsanteil der
thermodynamischen Funktionen zu berechnen. Was ist wohl vorzukehren fur
HD ( C.,, -Molekul, o = 1), fir **N, ( D.,, -Molekul, o = 2, aber Kernspin 1, also
Bose-Einstein-Teilchen) und fiir *°0O, ( D, , Boson, Kernspin = 0)?

2.9 Die Herleitung der quantenmechanischen Rotationszustande

Die Herleitung der quantenmechanischen Rotationszustande lasst sich mit dem
linearen Kastenmodell leicht verstandlich machen. Man muss den Kasten zu
einem geschlossenen Ring verbiegen und die stationaren DE BROGLIE-Wellen des
Teilchens aufsuchen, das sich auf dem Ring bewegt.

Losung:

Das zweiatomige Molekul bewegt sich als reduzierter Massenpunkt, Masse |,
mit Abstand d um die x- oder y-Achse (s. 2.3) in der y,z- oder x,z-Ebene auf einem
Kreis. Stationédre DE BROGLIE-Wellen auf dem Kreisumfang mussen der Bedin-
gung genugen:

:DzlzL:@ mit 1=0,1,2,...,00 (0 erlaubt!)
p MU pdw |
: _, h _h
Somit oq—ludz—lI
m, | , W, .
und €|:EH :Eco :EI wie auf ROTATION-1

Fir den raumlichen Rotator wird 1= J(J+1),J=0,1,2,... und der Entartungsgrad
(Multiplizitat)wird statt2fur1>0 2J+1. Die FormelnaufROTATION-1.2werden
durch direkte Losung der Schrodingergleichung erhalten (siehe jedes Buch Uber
Quantenchemie).

Das Teilchen auf der Kreisbahn ist auch ein interessantes Modell flr Elektronen,
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Yy [y H
I =\

- S\ LS\
0l — I =\

die sich in p,d,f...-Zustanden zweiatomiger Molekdule frei um die Bindungsachse
drehen kénnen oder fur die "rt'...-Elektronenzustande von ebenen konjugierten
Ringen, bei denen die Elektronen ~frei umlaufen (Abschirmung der Kernspins
durch den Ringstrom-Effekt in der Kernresonanz-Spektroskopie, z.B. bei
Benzen).
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1 Schwingung von Molekulen und Kristall-Gittern
Beobachtung: Schwingungs-Rotationsspektroskopie im Infrarot und mit

Raman-Effekt

Rovibronische (= Rotations-Vibrations-Elektronen) Spektren im
Ultraviolett und sichtbaren Bereich

Schwingungsspektren von Molekilionen in der Photoelektro-
nenspektroskopie

Phononen-Spektren in Festkdrpern

Spezifische Warme von Festkdrpern und Gasen

Ausdehnung beim Erwarmen

Schallfortpflanzung

Information: Symmetrie von Molekilen; Identifizierung anhand

von Teiloszillatoren (Gruppenschwingungen)

Beschreibung:

Klassisch:

S Schwerpunkt
X R. = a + b: "vibratorischer"
Gleichgewichtsabstand

S|/ m, mym, _
= reduzierte Masse
v ?Qd Z H m, +m,

R z Molekiilachse

Kinetische und potentielle Energie!

Hooke’s Kraftgesetz:

F= -f(R-R)=-fq: Harmonischer Oszillator

f Federkonstante R-R, Auslenkung vom Gleichgewichtsabstand

q 2 2
Potentielle Energie : V= —j —-fqd q =+f EQ_EP = f% (Parabel!)
0 b

Kraft F=-fq=p

02
d&q

e Losung: Frequene des Oszillators beliebig

1—/f
=A +9) O =—a/-
q = Acog2rvt +d) v -\/

Quantenmechanisch: Diskrete Schwingungsniveaus

gvzh-\/li1 @+%@:hv@+%@ v=0,1,2,...,0 Vibrationsquantenzahl
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Schwingungs-Zustandssumme: (Herleitung in 2.1 und 2.6)

-hv/2kT
e V

® hv
_ —hv(v+21/2) kT _ -
Zin= 2 € ey Ouip =7
Fur mehratomige Molektle mit N Atomen: 3N-6 oder 3N-5 (lineare Molekile)
Schwingungsfreiheitsgrade, die als Normalschwingungen ihre eigene Frequenz

haben:

Vibrationstemperatur

N6 —hv,/2kT

e
L= T1 4. Z o= Zhv KT
=1 l-e

Der Energienullpunkt der so formulierten Z,, bezieht sich auf den Grund der

Potentialkurve, entsprechend dem ftr Z, gewéahlten Nullpunkt.

Wenn man den tiefsten Vibrationszustand g, =hv/2 als Nullpunkt wahlt, so wird
aN-e[] 1 O

Wi = [0 “hvia &

i=1[ll1-e 0
Man kann auch den Grundzustand der getrennten, ruhenden Atome (GRA-Basis)
als Energienullpunkt wahlen, was bei der Beschreibung der Molekiulstabilitat

ublich ist. Ist g, die Dissoziationsenergie, so wird
~ +e,/kT
Zyp=Z'y 8"

die auf diesen Nullpunkt bezogene Zustandssumme.

harmonischer
€ Oszillator

o} ! i
- --- - - - - - = - ¢« GRA-Basis

v=2 ==
v=] ==
V=0 =/ - Nyl - . - - - € Z),,-Basis = Tiefster Wert der
/———— —-—‘-\ e .
hv” \ Molekiilenergie
> Zvib—Basis = Tiefster Energiewert der

schwingungslosen Molekiile

Die ausgezogene Kurve entspricht einer wirklichen Potentialkurve eines zweia-
tomigen Molekuls. Nur in der Nahe des Minimums wird der Verlauf durch den
gestrichelt gezeichneten harmonischen Oszillator angenahert. Die ausgezogene
Kurve gilt also fir den anharmonischen Oszillator (siehe 2.3).
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2 Schwingungszustande: Probleme, Anwendungen

2.1 Die vibratorische Zustandssumme
Leiten Sie die vibratorische Zustandssumme her (unendliche geometrische
Reihe) fur Z,Z',undZ.

Losung:
7 = % @ MO V2T _ (V2T | (-BVIKT | ShUI2kT
V=0
= @ MVKT(] 4 @ VKT | g 20WKT 4 o GhUkT )
=e(ltet e e u: = hvkT
S'=14+eV+e X +e... 0
iy =l +e X+ 0

1
1-e™
(Summe einer absteigenden, nichtabbrechenden geometrischen Reihe mit Quo-
tient e <1)

S -ely=1=3(1-eY) O =

e—U/Z 1

o]

~ (&, +vhv) /KT +e kT 2 , _EgKT

Z=Ze d :ed zevhv/kT:Zed
v=0 v=0

2.2 Energiebetrag fur einen Schwingungsubergang

Wie gross ist der Energiebetrag fur einen Schwingungsubergang? Beispiel N:
f = 22.7 [Newton m™] von v=0 nach v=1; Spektralgebiet?

Losung:
_3 1 . _
NAe = 2hv 2hv =hv
1= 7TLOP 14.0067 o3
e ¥ = =1.163010
onV 1163107 ™ 206.02204107
=7.031010° [HZ] 0 A=4.264000" [cm] =4.26 [um]

v=2345 [cm]
Diese Frequenz liegt im Infrarot. N, hat aber, wie jedes homonukleare zweiato-
mige Molekdil, kein Dipolmoment. Deshalb ist die Schwingung nur im Raman-
oder Elektronen-Spektrum beobachtbar.
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2.3 Wirkliche Potentialkurven

Wirkliche Potentialkurven, d.h. V(R) wo R Bindungsabstand zweier Atome,
verlaufen nur bei sehr kleinen Auslenkungen vom Gleichgewichtsabstand nach
einem Hooke'schen Potential (harmonischer Oszillator). Ihre Form entspricht
dem Verhalten eines anharmonischen Oszillators. Die "Verstimmung" folgt
nédherungsweise der Gleichung

[l 1 1 L
=h - =
V) ane@(-i_Z@ wexe@(+2g+ %

w, Frequenz [cm™] der harmonischen N&herung

w.X, Anharmonizitatskorrektur [cm™]
Diese Konstanten erhalt man aus den Schwingungsspektren (s. Herzberg).
Auswahlregel fur Vibrationstibergange Av = +1 (harmonisch) und Av = £1, +2, +3
... (anharmonisch); + Absorption; - Emission: v>0. Spriinge um 1 hv heissen
Grund-, grdssere Sprunge Ober"tone" (viel schwacher).
Die Schwingungen in festen Kdrpern sind ebenfalls anharmonisch. Es gibt eine
einfache makroskopische Erscheinung, die das beweist. Welche?

Losung:

Wenn die Teilchen eines Festkdrpers harmonische Schwingungen ausfuhrten, so
ware das Volumen einer bestimmten Masse oder die Dichte unabh&ngig von der
Temperatur (bei nicht zu hohen Temperaturen!). Ein harmonischer Oszillator
behalt im Mittel Gber die Schwingung die gleiche Position. Ein anharmonischer
Oszillator verschiebt seinen Schwingungsmittelpunkt mit héherer Frequenz
(héherer Vibrationszustand) zu grosseren Abstéanden von den Nachbarteilchen.
Ein Festkorper aus anharmonischen Oszillatoren dehnt sich deshalb mit stei-
gender Temperatur aus, in Ubereinstimmung mit der Erfahrung.

Mittlerer Abstand der Oszillatoren

ST | -
harmenisch anharmenisch

2.4 Kopplung von Schwingung und Rotation

Die Schwingung von Molekdulen ist mit der Rotation gekoppelt, derart, dass reine
Schwingungstibergange ohne Anderung der Rotationsquantenzahl verboten sind
(wéhrend das umgekehrte erlaubt ist!). Der Grund dafur ist, dass Schwin-
gungszustande allein gerade Paritat haben, wie die atomaren s-Zustande. Die
Rotationszustande haben jedoch gerade oder ungerade Paritat je nachdem J
gerade oder ungerade ist. Da elektromagnetische Ubergéange nur zwischen
Zustanden erfolgen kénnen, welche verschiedene Paritat haben, z.B. atomaren
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3p ~3s Zustanden, nicht jedoch 2s—1s oder 3p-2p, beobachtet man nur
Schwingungs-Rotationsspektren (Infrarot, Raman). Versuchen Sie, das auf der
Figur nachste Seite dargestellte IR-Spektrum von HBr mit dem Schema unten
zu verstehen (Auswahlregel auch hier: AJ = +1).

Zur Entstehung des Rotations-Schwingungsspektrums eines zweiatomigen
Molekils:

R-Zweig P-2Zweig
A A ("

>
O~ W

N
N~

Q= W B

Losung:

Die zentrale Liucke im obigen Spektrum entspricht dem nicht erlaubten 0-0
Schwingungs-Ubergang ohne Anderung der Rotationsquantenzahl.

Diese Aufgabe kann mit dem Programm VIBXX.MCD anhand eines direkt
aufgenommenen Infrarot-Spektrums von HCI, DCI oder HBr bzw. DBr quanti-
tativ gelost werden. Man erhalt die Bindungsabstande in den beiden am
Schwingungsubergang beteiligten Zustande sehr genau.

Zu beachten: In der obigen Figur entsprechen n" und n’ unseren v" und v’, I" und
I’ unseren J" und J’' Quantenzahlen; " und ' bezeichnen den oberen und unteren
Zustand, zwischen denen elektromagnetische Schwingungs-Rotationsiuibergange
angeregt werden.
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Rotations-Schwingungsspektrum von HBr bei 300 K

I I | T T T T

ST T T
IS \,r

—

-

* Transmission

&

— Vfem™) —

Die Auswertung eines Rotations-Schwingungsspektrums kdénnen Sie selbst mit
den Programmen VIBXX.MCD ausfuhren. Verschiedene von Studenten der Uni
Bern gemessene oder aus der Literatur stammende Datensatze sind auf der
Diskette vorhanden. Die funf VIBXX.MCD Programme unterscheiden sich in der
Art der Inputdaten und deren Umrechnung in die vom Programm bendtigten
Daten:

VIB1: Obertonspektrum von H*Cl v=0 - v=2; mm von Spektrum - nm Um-
rechnung; Daten von Uni Bern

VIB2: Grundton von H*Cl v=0 - v=1; Daten in [cm™] aus der Literatur

VIB21: Grundton von D*CI v=0 - v=1; Daten in [cm™] von Uni Bern

VIB3: Grundton von H®Br; Daten in mm - [cm™], direkt ab obiger Figur

VIB4: Grundton von H*CI; Daten in Terahertz/1.0e+12 - [cm™]

Beachten Sie in der obigen Figur die Intensitatsverhaltnisse der Rotationslinien
jeweils in den P- und R-Zweigen. Sie entsprechen der Population der
Rotationsniveaus, die Sie im ANHANG Rotation-2.6 mit dem Programm
ROTHCL.MCD ausgerechnet haben. Andern Sie dessen Daten auf die Berech-
nung von HBr und T=300 K ab, sodass Sie mit der Figur direkt vergleichen
kdénnen.

2.5 Vibratorische Zustandssumme bei festen Korpern
Wie lautet die vibratorische Zustandssumme bei hoher Temperatur T>»0Q,, ?
Vibrationstemperatur: O, =hv/k .



ANHANG Vibration 7

Losung:
1

1- e—@/T

Z'=
mit ©« T genugt das lineare Glied der Taylor-Entwicklung:
. ©
e = 1-=, sodass

T KT
Z'=—=— T»0
©® hv
Fur 3N Oszillatoren (in einem Festkorper mit N Teilchen)

T N
leﬁég O InZ'=3N(InT -InO©)

Molwarme:

_,d_.d _, dinZ'" _3N d B
C, =k T qrInZ T GrINT=3N

C, =3Nk und fallsN =N,, T » ©:

C,=3R=6][cal (K'mol™] (T»0)
DULONG & PETIT (1819): Atom"gewicht" mal spezifische Warme ist ungeféahr 6.

Bei Festkorpern leichter Elemente wie Diamant, Aluminium, Silicium findet man
bei 300 K erheblich kleinere C, Werte als die Dulong-Petit'sche Regel erwarten
liesse. Diese lésten vor der Entdeckung der Quantenmechanik ernsthafte Zweifel
an der Gultigkeit der Atomtheorie aus. Woher diese Abweichungen ? A. EINSTEIN
erklarte sie 1907 mit der Quantenhypothese. Ohne die obige Naherung T >> ©
findet man aus InZ’ durch zweimalige Ableitung nach T:

e@/T |:|
C,=3R g—
= @? € - 1]

Diese Einstein-Funktion setzt voraus, dass alle Atome des Festkdrpers mit
derselben Frequenz oszillieren, also nur ein © besitzen. Sie beschreibt trotz dieser
drastischen Vereinfachung alle festen Korper bis zu sehr tiefen Temperaturen
gutund erklart die Abweichungen vom Dulong-Petit'schen Wert vollstandig. Dies
war ein Triumph der "alten” Quantentheorie. Das Pascal-Programm EINSTEIN
fuhrt dies vor.

Unterhalb 25K miussen Korrekturen fur das spezielle Phononenspektrum (=
kollektive Gitterschwingungen) des Festkdrpers angebracht werden. P. DEBYE
setzt statt eines v, v,,., eines Modell-Phononen-Spektrums ein, das eine parabo-
lische Verteilung hat. v, wird dort abgelesen, wo 3N Oszillatoren aufsummiert
worden sind (vgl. Kittel, EinfUhrung in die Festkorperphysik), und findet bei
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tiefen Temperaturen fir C, das beobachtete T3-Gesetz. Noch genauere
C,-Funktionen erhielt BLACKMAN durch korrekte Summierung Uber das experi-
mentelle Phononenspektrum.

Leiten Sie die Einstein’'sche Formel her und erzeugen Sie einen Graphen mit
einigen experimentellen Werten fur Diamant, Aluminium, Kupfer und Blei
(C,-Werte aus Barin & Knacke oder Landolt-Bornstein), a) mit T als Abszisse, b)
mit T/© als Abszisse, wobei fur jeden Festkérper das ihm zukommende ©
einzusetzen ist (Programm EINSTEIN liest von vielen Festkorpern spezifische
Warmen ein, bestimmt damit © automatisch und gibt die Werte aus, bevor es die
universelle Interpretation aller Daten durch eine einzige Einstein-Funktion
vorfuhrt).

2.6 Vibratorische Zustandssumme: Harmonische Naherung

Bestimmen Sie die vibratorische Zustandssumme (harmonische Naherung) fur
H,O(g) (Z’) und berechnen Sie die Entropie S, fur T =298.15 K, 500 K, 1000 K
und 1273 K; Die Frequenzen sind

v, =3657cm '] = H-O-H symm. Streckschwingung
\72 =1599cm '] = H-O-H symm. Biegeschwingung

\73 =375@cm '] = antisymm. H-O-H Streckschwingung

Losung:

1 1 1
7' = ——
1-e" 1-e%" 1-¢

©=hv/k =hcv/k =1.43%  dim[v] =cm™=K(ayser)

04T

©,=526XK; 0,=229K; ©O,=5404K

d .30 ofr o]
Sip =Rz TInZ =RYOor -~ Mi-e™" 0
e’ -1 O

T Inz Suis

Benutzen Sie die gefundenen

298.15 4.5446-04 | 7.8509-03
S,ir-Werte zur Ergéanzung

500 1.0252-02 | 1.1491-01

der friher bestimmten S,
1000 1.1591-01 | 0.84431

und S, von H,0O zum Vergleich
1273 2.1072-01 | 1.3821

der erhaltenen S,,; mit Lit.
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2.7 Dissoziationsenergie von **0*0, 00, *0*®0

Bestimmen Sie die Unterschiede in der Dissoziationsenergie g, fur **0*°0, **0*%0,
80%0. v(**0,) = 4.7379*10% [Hz], v(**0,) = 4.4669*10%° [Hz], v(*°0%0) =
4.6042*10%; d°% fiir alle gleich! Ag, folgt aus der Differenz der vibratorischen
Nullpunktsenergie hv,/2.

Losung:
Nullpunktsenergie (s. 2.8)

hv,/2 [J] [kJ/Mol] [Differenzen

%0, 1.5697*10% 4.759

133 J/Mol

18080 | 1.5254*10%° 4.626

139 J/Mol

80, 1.4799*10% 4.487

2.8 Vibratorische Nullpunktsenergie

Zeigen Sie, dass die vibratorische Nullpunktsenergie hv/2 von der Heisen-
berg’schen Unscharferelation gefordert wird.

Losung:
Ort und Impuls eines Teilchens kdnnen nach HEISENBERG nicht gleichzeitig be-
liebig genau gemessen werden. Wenn die eine Grisse genau bekannt ist, muss

die andere sehr unscharf sein:
2
<p?><g’> = —
p q )
<p®> Erwartungswert des Impulsunscharfequadrats
<g®> Erwartungswert des Ortsunscharfequadrats
Ein Oszillator kann deshalb seine Schwingung auch bei T = 0 K nicht ganz
einstellen, weil sonst sein Impuls (=0) und sein Ort, Auslenkung =0, genau
bekannt waren. Die kinetische und potentielle Energie ergeben die Gesamten-
ergie:
<T>+<V> = <E>
Nach dem Virialprinzip gilt fir den Oszillator
<T> = <V> = <E>/2
wie beim makroskopischen Pendel im Schwerefeld der Erde. (Kraft [ q)
<E> =E, seidie Nullpunktsenergie.
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2
EO:<T>:<p >; E0:<V>:£<q2>
2 2u 2 2
2

<p’><qg’>=E, pEO :% " =" fur tiefste Energie
Z—iflz 0 EO_D?/i
R 2V
1—/f h hv

V—E_[v:l U %—m@ﬂ\)—; g.e.d.

Der Rotator (siehe dort) kann seine Rotationsenergie bei T=0 ganz abgeben. Er
ist dann in Ruhe. Widerspricht das nicht der Heisenberg'schen Unscharferela-
tion? Nein! Im einfachsten Fall des linearen Rotators braucht man zwei
Winkelangaben zur Beschreibung seiner Lage. Wenn der Kreisel still steht, sind
beide Drehwinkel vollig unbestimmt, so dass die Energie beliebig genau sein darf,
also z.B. = Null.
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1 Elektronische Energie

Beobachtung: Existenz von Atomen, Molektlen, Komplexen, kondensierter
Materie: Stabilitatskriterium!
Elektronenspektren (rovibronische Spektren) im Ultraviolett
und sichtbaren Spektralbereich
Photoelektronenspektren
Rontgenemissionsspektren, EXAFS
Photo- und Elektronenstoss-lonisierung
Redoxpotential;Dissoziationsenergie; Bindungsenergien

Information: Energiezustande, insbesondere HOMO/LUMO,; Reaktivitat,
Farbe, elektrische, magnetische Eigenschaften

Beschreibung: Keine klassische Beschreibung ist zutreffend! vgl. Vorlesungen
und Bucher Uber Atomphysik und Quantenchemie.

Die meisten stabilen Molekiile, ausser vielen Ubergangsmetall-Komplexen, haben
Grundzustande, bei denen alle Elektronenspins gepaart sind, also Singlett-
Zustande. Diese haben die Multiplizitat, das Quantengewicht, g, = 1. Die n&chst
hoheren angeregten Zustande liegen einige eV hoher, so dass sie thermisch
normalerweise nicht erreichbar sind; denn

kT=1[eV]=1.6"[J] O TO10'[K]
einem eV entspricht also eine Temperatur von 10'000 K! Somit ist Z,, = 1 (nur 1
Zustand, der Grundzustand).
Bei Radikalen mit einem ungepaarten Elektron hat man Dublett-Grundzusténde,
somit Z, =2 (zwei Zustdnde mit 1 oder | Spin).
Biradikale, z.B. O,, ergeben Triplettzustande mit Z, = 3. Bei NO mit “,,
Grundzustand liegt oberhalb des Grundzustands der I, Zustand im Abstand von
120.9 cm™ = g = 2.38*10" [J], wodurch Z,(NO) = 2(1 + exp(-¢/kT)). Die Entartung
der Zustande ist 2.
Bei Atomen als Reaktionskomponenten muss man die Multiplizitat des Grund-
zustands und evtl. die Energie nahe daruber befindlicher Terme bertcksichtigen:
Bei den Halogenen ist der Grundzustand °P,, 4-fach entartet g=2J+1 mit J=3/2
(nicht verwechseln mit der Rotationsquantenzahl J; die Quantenzahl J der
Mehrelektronenatome ist die Totalspin-Quantenzahl). Daruber befindet sich der
elektronisch angeregte Zustand °P,, mit 2-facher Entartung. Die Ursache der
Aufspaltung dieser beiden Zustande (dieselbe wie oben beim NO) heisst
"Spin-Bahn"-Kopplung. Sie ist umso grosser, je hoher die Ladung des Atomkerns
ist, also je schwerer das Atom ist ("heavy atom effect"). Man erhalt dann:

Z,(X)= 2(2+eT) mit X = Halogenatom unde = Spin-Bahn Kopplungsenergie
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A(ZI:)1/2 '2P3/2)
F 407 cm™ schon bei Raumtemperatur wich-
Cl 881 tig!
Br 3685 ab etwa 1000 K merklich
I 7680

Bei den Alkalimetallatomen fuhrt die Spin-Bahn Kopplung bei den angeregten
Zustanden zu den bekannten Dubletts, z.B. der Na-D Linien. In diesem Fall ist der
tiefere Zustand der *P,,, der energetisch héhere der ?P,,, die zueinander im
Verhaltnis 2 zu 4 zu gewichten sind. Der Grundzustand ist nattrlich der °S,,
Zustand mit g,=2, wahrend die Alkaliionen 'S, mit g,=1 haben wie die benachbarten
Edelgasatome.

Besonders grosse thermische Anteile der elektronischen Zustandssumme treten
ausser bei den Halogenen auch bei C mit °P,, , und O mit °P, , , auf:

Fiir das C-Atom: Grundterm isP,

Z,=1+3[exp(-23.596T) +5[exp—-62.587T)

Fur das O-Atom: Grundterm iSP,

Z,, =5+ 3 [exp(—228.03T) + exn(-325.9T)

Diese Zusammenhénge sind in den Programmen STAX2.PAS und STAX2.MCD
alle berucksichtigt, damit chemische Gleichgewichte zwischen Atomen und
zweiatomigen Molekulen korrekt berechnet werden kénnen.
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2 Elektronenzustande: Probleme, Anwendungen

2.1 Kinetische Nullpunktsenergie der Elektronen

Ist es richtig, dass in der Bewegung der Elektronen in Atomen und Molekilen
(fast) ausschliesslich kinetische Nullpunktsenergie enthalten ist im Gegensatz
zur Bewegung der Kerne (Rotation, Vibration, Translation) ? Die Antwort ist: ja!
Koénnen Sie diesen fundamentalen Sachverhalt, der entscheidend fur das uns
vertraute Verhalten der makroskopischen Materie ist, auf einfache Weise
verstandlich machen?

Losung:

Da die Elektronen so leicht sind, 1836mal leichter als das H-Atom, so ist ihre
kinetische Energie in den "Potentialtopfen” der Atome und Molekiile bereits bei
T=0 in der Grossenordnung von 10° K. Die elektronische Bindungsenergie in
einem Molekdul ist deshalb temperaturunabhangig! Die kleine (bei H nicht ganz!)
Nullpunktsenergie der Kerne wird im Gegensatz dazu durch die mit der von T=0
an steigenden Population innerer und &usserer Quantenzustande verbundene
temperaturabhangige kinetische Energie weit Ubertroffen. Ein Teil derselben
wird in den Schwingungsfreiheitsgraden investiert, welche trotz konstanter
elektronischer Bindungsenergie die Molekile schliesslich zur Dissoziation ver-
anlasst. Beispiel: Die Stabilitdt der Organismen, d.h. die Jahrmillionen alte
~getreue Kopie von DNS-Stréangen, ist ein elektronisches Phanomen! Die
Maglichkeit des Individuallebens des manifest werdenden Phanotypus ist jedoch
auf durch die Kernbewegung ermoglichten Stoffumwandlungen aufgebaut.

2.2 Metallische Leitfahigkeit

Warum brennt die Lampe auf meinem Schreibtisch, wenn ich einen Schalter fur
die Stromzufuhrung betatige? Neben den trivialen Antworten auf diese Frage
gibt es eine tiefgrindige: Die Metalle in den Drahten enthalten ein "entartetes"
Elektronengas, das ohne Aktivierungsenergie und ohne Materieverschiebung
den elektrischen Strom transportieren kann. Warum?

Losung:
Die Elektronen haben Spin %h und folgen deshalb der Fermi-Dirac Statistik, d.h.

dem Pauli’'schen Ausschliessungsprinzip. Jeder Elektronenzustand (inkl. Spin-
variable) darf als Quantenzustand nur einfach besetzt sein. Je zwei Quanten-
zustande gehoren zum gleichen Energiezustand, wobei sie sich in der Spinvari-
able 1 oder | unterscheiden. Das Elektronengas kann in einem Stuick Metall durch
das dreidimensionale Kastenmodell behandelt werden, dasselbe, das wir in
TRANSL-2.6,2.7 fur die Beschreibung des perfekten Gases verwendet haben! Es
sei ein Stiick von 107.9 g Silber (10.3 cm®) gegeben. Jedes Ag-Atom liefert 1
Metallelektron ("einwertiges" Metall), so dass ein Mol freier Elektronen als Gas
in 10.3 cm® eingeschlossen ist. Dieses ergabe klassisch einen Beitrag zur
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Molwarme des Silbers von 3/2 R, der zu den Dulong-Petit'schen 3R der Git-
terschwingungen zu addieren ware. Bei 300 K wird jedoch ein nur wenig tber
dem Dulong-Petit'schen Wert liegendes C, gemessen, d.h. das Elektronengas
tragt nicht merklich zur spezifischen Warme bei (genaue Messungen ergeben
einensehr kleinen elektronischen Anteil, der linear mitder Temperatur ansteigt).
Bei T = 0 K besetzen die N, = 6.022*10% Elektronen N,/2 Energiezustande. Wie
gross ist die Energie des hochsten besetzten Orbitals = Fermi Niveau ? Wir
nehmen einen kubischen Silberkristall der Kantenlange

L =Vv*=(107.910.5"=2.1%m an.
Es qgilt dann
2 2

o= (V4 NE ) = () v )

n=1(1)c Quantenzahl
Zur Bestimmung der (n;),..x mussen wir den Radius-Vektor n,,, suchen:
M= (NG NG +10)
der den Kugeloktanten aufspannt, in dem sich N,/2 Energiezustande befinden:

Die Rechnung ist vollig analog zu jener in TRANSL-2.7, insbesondere die
Zeichnung auf S.TRANSL-9, und ergibt:

14m 0 N,
ax~ o 2
83 mx" 2)
Daraus folgt:
BN, [§° 2 3N, [§° .
n’, =0—0, somit g..= " —0 = Fermi-Grenzenergig, (3)
Om O 8mnv U
L (6.626110°*)° [13 (6. 02214[1023["!”3 s
HO' gmax 31[! D/
8[9.109410°"J T D

4.16630/7° 0% [J/Elektron] mitVinm®

4.16630/7° 0™ [J/Elektron] mitV in cm®
=26.0040/7%° [eV] mitVincm’

=2509.00v/ % [kJ 0nol™]  mit V in cm®
Setzt man fur V das Atomvolumen von Silber = 10.3 cm?® ein, so folgt fur das
Fermi-Niveau:
=5.5[eV]
Dem entspricht eine maximale Elektronentemperatur von

%’ =T,=3.017610.0° V= 6400 fir Silber!
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d.h. die kinetische Temperatur der energiereichsten Metallelektronen betragt

am absoluten Nullpunkt bereits 64000 K. Ein bisschen Temperaturerh6hung des

Metalls, z.B. bis einige 100 K, kann deshalb die Energieverteilung kaum andern,

weshalb die spezifische Elektronenwarme fast Null ist.

Die mittlere Energie der Elektronen bei T = 0 erhalt man durch Summation tiber

die Anzahl Zustande pro Kugelschalenoktant multipliziert mit deren Energie:
Ho

<e>= l Ep(E)e = 1y

Herleitung: Aus (1) folgt fur ein beliebiges €:
_h _, »_ 8mev*® VB »
E_SmV%Dh n°= Hz n—T(Zme)
3 2
Vo Hz—mg de ndn = 21V Y2de
h O¢ h3
N . 14t , 1 4 m,
Anzahl Zustande pro Oktantschale dn mit (2) é?n :én O En dn
2m[§2
fnzdn 2nv EWD £%de
WennN Anzahl Elektronen unpi0 hochstes Orbital,
so wird, da N = 2 * Anzahl Zusténde:
© rempf? [#22
2 [2m <& 3
N = L4TNIZWD e =anv S0 S
38112
Damit wird p(€)de —Eu—wde
Ho 3 Ho
<e> = [ ep@)de=—0 [ ege ="
| spexe =gz | o=,

3
Qonga“o:Eo (T=0)
Dies ist die Nullpunktsenergie eines Mols eines metallischen Elektronengases.
Sie wird auch Austrittsarbeit (work function) am absoluten Nullpunkt genannt,
bei Ag (3/5)*5.5 = 3.30 [eV] pro Elektron wie experimentell bestimmt.
Den Druck, den das perfekte Elektronengas in Silber bei T=0 K ausulbt,
bekommen wir naturlich nicht aus der Gleichung des idealen Gases. Wir mussen,
wie in TRANSL-2.1, von der Beziehung
[0 (o
Eo 3[1 Ho

= Por - Spted
Po = v~ sHavi
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ausgehen. Man sieht, dass p, [V =§EO wie fur ein klassisches Gas, nur ist hier

E,und p,bei T=0 K nicht Null. Mitdem oben gegebenen E,-Wert fur Silber betragt
der Nullpunktsdruck p, = 2*10° [bar]! Es braucht einen sehr starken Behélter,
um ein Gas bei 200 kilobar einzuschliessen! Dieser wird durch das Metallgitter
dargestellt, dessen positive lonen durch ihr Coulomb-Potential das Elektronen-
gasander Expansion hindern. Ausserhalb des Kristalls oder desfllissigen Metalls
ist das Potential fur die (geladenen!) Elektronen so viel hoéher, dass sie
eingeschlossen bleiben. Sobald aber ein zweites Metallstiick mit dem ersten in
Kontakt gerat, gleichtsich der Elektronendruck zwischen ihnen aus. Dies bewirkt
zwischen chemisch gleichen Metallen die Stromleitung Uber Kontakte bei
angelegtem &ausseren Feld. Zwischen chemisch verschiedenen Metallen, die
verschiedene Nullpunktsdrucke besitzen, ergibt der Druckausgleich auch ohne
ausseres Feld bei Beruhrung einen Potentialunterschied, das Kontaktpotential.
Dieser Vorgang ist in allgemeinerer Umgebung auch die Ursache des elektro-
chemischen Potentials an Elektroden. Da bei endlicher Temperatur der Elek-
tronendruck gegenuber T=0 ansteigt, zeigt das Kontaktpotential eine Tem-
peraturabhangigkeit, die thermoelektrische Spannung, welche in den Thermo-
elementen zur Temperaturmessung verwendet wird. Erhitzt man Metalle auf
einige tausend Grad, z.B. Wolfram als Kathode einer Elektronenréhre, so werden
auch Niveaus hoch Uber dem Fermi-Niveau bei T=0 gefullt. Gemass der
Fermi-Dirac-Verteilung werden dann kleine Populationen bei Energien auf-
treten, welche grosser als die Austrittsarbeit sind (RICHARDSON-Effekt). Es bildet
sich daher ein (sehr kleiner) Druck freier Elektronen im umgebenden Vakuum.
Da sich der Metalldraht dabei positiv aufladt und somit das Potential fur
Elektronen im Inneren des Metalls tiefer sinkt, stellt sich sofort ein Gleichge-
wichtspartialdruck ein (die "raumladungsbegrenzte Diode"). Dieser kann aber
durch Veranderung des Drahtpotentials leicht gesteuert werden, was z.B. die
Intensitatsveranderung eines CRT-Monitors beim Drehen des Potentiometers
far das Kathodenpotential bewirkt und Uberhaupt die Bilderzeugung erst
ermoglicht.

Dabei T =0gerade alle Niveaus bis n,,,, vollstandig mit je zwei Elektronen geftullt
sind und Permutationen der Elektronen wegen deren Ununterscheidbarkeit
keine neuen Zusténde ergeben, ist W, = 1 und die Entropie S, = k In W, = 0,
obwohl die Energie und der Druck etc. nicht verschwinden!

Die hohe elektrische Leitfahigkeit und die hohe Warmeleitfahigkeit von Metallen
beruhen auf dem Transport von Ladung und kinetischer Energie durch das frei
bewegliche Elektronengas bei angelegtem elektrischem Feld bzw. Temperatur-
gefélle. Lediglich das Metallgitter, mit dem die Elektronen oft zusammenstossen,
behindert diese Phdnomene. Da die Gitteratombewegungen mit zunehmender
Temperatur grosser werden, wachst ihr Stossquerschnitt, weshalb beide
Leitfahigkeiten mit héherer Temperatur abnehmen, typische Eigenschaften des
metallischen Zustands der Materie. Der zunehmende Widerstand mit steigender
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Temperatur ist der Grund, dass die Lampe nicht durchbrennt, wenn ich sie
einschalte!

Bei geeigneten Stoffen, z.B. ternaren Kupferoxid-Metallen, kénnen sich die
Elektronen bei hinreichend tiefer Temperatur, etwa 100 K, zu Bosonen paaren.
Damit kollabiert die Energieniveauleiter der Fermi-Dirac-Verteilung zu we-
nigen, mit riesigen Zahlen besetzten Bose-Einstein-Zustadnden. Beim Abkuhlen
gehendiese Cooper-Paare in den tiefsten Zustand. Sie wechselwirken kaum mehr
mit dem Gitter, wodurch das Metall supraleitend wird (K. ALEX MULLER 1986).
Die tagliche Erfahrung, dass Strom fliesst, wenn ein metallischer Schalter in
einem Stromkreis geschlossen wird, findet somit ihre Erklarung in den
merkwrdigen Eigenschaften des "entarteten” Fermi-Dirac Elektronengases in
Metallen und wéare ohne diese nicht méglich. Da das Elektronengas durch ein
elektromagnetisches Feld - z.B. Licht - stark beeinflusst wird, sind auch der
metallische Glanz und andere Eigenschaften der Metalle aus seinem speziellen
Verhalten vollstandig deduzierbar (Kittel: Einfuhrung in die Festkorperphysik).
Sind Sie sich bewusst, dass der "gewohnliche Gebildete" unserer Zeit nichteinmal
versteht, was er tut, wenn er eine Lampe einschaltet? Man muss dazu Quan-
tenmechanik und Statistische Thermodynamik gelernt haben, Gebiete, welche
an unseren Gymnasien immer noch tabu sind!

2.3 Kochsalz in der Bunsenflamme: Warum leuchten Na-Atome ?

Spriht man eine Na* lonen-Lésung in eine Bunsenflamme oder, kontrollierter,
in die Knallgasflamme des Atomabsorptionsspektrometers, so leuchtet diese mit
den beiden gelben Resonanzlinien des Na-Atoms bei 589.0 und 589.6 nm. Wieso
eigentlich? Offenbar entstehen in der Flamme aus den lonen Na-Atome im
Grundzustand und in elektronisch angeregten Zustadnden. Bei Annahme ther-
mischen Gleichgewichts bei der Flammentemperatur kommen die chemischen
Gleichgewichte in Frage:

1. Na — Na’(g) +€e°(g)
2. Na3’S,,) ~ Na@P,,)  emittiertD, bei 589.6m
3. Na3’S,,) - Na@FP,,)  emittiertD, bei 589.0im

Wie liegen diese Gleichgewichte bei 1000 K, 2000 K, 3000 K?

Losung:
Fur das Gleichgewicht
Na - Na’(g)+e’(g)

pNa+pe_ a
=K., =
Pna Pl l-a P

gilt
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Aua/NGZNG

K. =
"N
Z.. MIETE AR VLS
= ooE' N-asE 2 %(E)=2;
N~ 39.05 N~ 39.05
. M3/a2T5/2 0
S _MaaT ™ oo M =My:  gNa)=2;

N ~ 39.05

_ Me3/2T5/2 —AEg/RT
P17 39.05
AEJ =5.138*96485.3 [J [nol™] = 495.74kJ [nol™] = lonisierungsarbeit

K

_(1.007971836* 55 — “ssrssir
P ™ 39.05 JTte

- 3294[10_7 DI—S/Ze—59624T
DaK,<<1ist NaUberwiegend als Atom in der Flamme. Die Elektronen stammen
entweder direkt von den CI" oder, wahrscheinlicher, von anderen Prozessen,
welche in der Flamme eine kleine Elektronenkonzentration erzeugen. Wir setzen
voraus, dass der Na-Partialdruck py, + pn.” = p = 10™ [atm] sei. Dann ist der
lonisierungsgrad der Na-Atome:

Ko, [Ror, Kin

pl

2 Kpl
a°-(1-a)—=0 0 oa=- 5
p 2p 4p= p

T Ky oy

1000 | 1.33*10* | 3.65*10™
2000 | 6.65*10"* | 2.58*10* Flammenbedingungen
3000 | 3.79*107 | 5.97*10% Dissoziation bis 10 %

4000 |1.12*10* |6.37*10"

Bei Flammentemperaturen sind die Na-Atome von ca. 1 %o bis einige % in Na”
und Elektronen dissoziiert. Dies ergibt eine messbare Leitfahigkeit des Flam-
menplasmas, wenn man zwei voneinander getrennte Platinelektroden in die
Flamme halt.

Die anderen Gleichgewichte sind
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_ pNa(ZP]_/z) _ e—AEg/RT

K= AEJ16.96KK D,-Linie
pNa(ZSJJz)
pNa(ng/z) —AEg/RT 0 .
Kp=—2=2[ AEJ016.97&K  D,-Linie
pNa(ZSJJz)
% [Na(2P3IZ)] =4 % [Na(ZP]JZ)] =2
T Koz Kos

1000 | 2.51*10* | 4.90*10™
2000 | 5.02*10° | 9.9 *10°
3000 |2.93*10* |5.8*10"
4000 | 2.24*10° 4.45%107

% [Na(zajz)] =2

d.h. es sind stationar bei Flammenbedingungen etwa 10 der Atome in ange-
regten Zustanden, wovon 2mal mehr fur die D, Linie als fur die D, Linie wegen
des doppelten Quantengewichts des °P,,-Zustands. Dies vermag man im
Spektrum als Intensitatsunterschied der beiden Na-Linien sehr gut von Auge zu

erkennen!

Die statistische Thermodynamik erlaubt, wie das Beispiel zeigt, chemische
Gleichgewichte in ganz ungewothnlichen Situationen auf einfache Art zu be-

stimmen.



